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4 Ondas
Eletromagnéticas

Introducéo

Um dos fatos mais importantes do eletromagnetismo, tanto tedrico quanto
experimental, € a existéncia de ondas acopladas de campo elétrico e magnético,
que se propagam para longe das fontes, transportando parte da energia fornecida
pelo agente fisico que mantém as distribuicbes de carga e corrente no sistema.
Sabe-se que isso ocorre apenas para fontes dependentes do tempo. As relacdes
de interdependéncia entre os campos sao precisamente definidas nas equacdes
das leis de Ampere e Faraday. Na lei de Ampere existe uma parcela do rotacional
do campo magnético que é proporcional a derivada no tempo do campo elétrico.
De modo analogo, na lei de Faraday, o rotacional do campo elétrico € proporcional
a derivada no tempo do campo magnético. A partir dessas relacdes, verificamos
que campos estaticos sdo independentes entre si e campos variaveis no tempo
sdo mutuamente dependentes um do outro. Mostraremos, neste capitulo, que
essa dependéncia mutua resulta em equacdes de onda idénticas para ambos 0s
campos. Os seja, os campos elétrico e magnético de fontes varidveis no tempo
tém a forma matematica de distribuicdes que se deslocam no espaco na medida
em que o tempo passa. Esse fendbmeno é denominado de onda eletromagnética.

A origem das ondas eletromagnéticas pode ser atribuida a irradiacdo de cargas
elétricas em movimento ndo uniforme. Sabe-se muito bem que uma carga fixa em
um certo referencial inercial gera campo elétrico radial isotropicamente distribuido
em torno da posicédo da carga (Figura 4.1a). Além disso, uma carga estatica nao
produz campo magnético. E possivel mostrar teoricamente que uma carga em
movimento uniforme, ou seja, com velocidade constante, também produz campo

elétrico radial, porém ndo mais isotropicamente distribuido no espaco. O campo é
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mais intenso na direcdo perpendicular a direcdo do movimento da carga (Figura
4.1b). Uma carga em movimento uniforme também produz campo magnético, e
este campo estd na direcdo azimutal em relacdo a direcdo do movimento.
Finalmente, uma carga acelerada produz campo elétrico que, além da
componente radial, também apresenta uma componente na direcdo polar em
relacdo a direcdo do movimento (Figura 4.1c). Esta componente de campo elétrico
polar e 0o campo magnético azimutal constituem as componentes de campo

associadas a onda eletromagnética gerada pela carga acelerada.

(a) (b)

ee
Figura 4.1 — Representagdo esquematica da irradiacdo de uma carga acelerada.

O Teorema de Poynting que sera demonstrado neste capitulo estabelece que

existe um fluxo de energia eletromagnética cuja densidade de potencia € dada por

éxh, onde os campos sao provenientes da mesma fonte. Com base neste
resultado, podemos concluir que apenas a carga acelerada irradia energia na
direcdo radial, ou seja, pra longe de sua prépria posi¢do. Este processo esta na
base de diversos fendbmenos conhecidos, como a radiacdo de frenagem de
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particulas em alta velocidade (como ocorre em tubos de raios x) e a radiacao de
ciclotron.

As ondas eletromagnéticas sdo geradas continuamente pela matéria ordinaria, a
partir do incessante movimento de suas particulas elementares. Sempre que um
atomo transita de um estado de maior energia para um de menor energia, ele
irradia a diferenca na forma de ondas eletromagnéticas. Este é o principal
processo gerador de luz no universo. Isso tanto acontece no interior das estrelas a
partir de reacfes nucleares, quanto no interior de um filamento metélico aquecido,
devido a excitacdo e de-excitacdo de estados eletrbnicos nos atomos. Mesmo a
temperatura ambiente, qualquer amostra de matéria irradia continuamente devido
a ativacdo de estados rotacionais e vibracionais moleculares, embora nesse caso,
nao se trate de radiagao visivel.

Mas, ondas eletromagnéticas também podem ser geradas por equipamentos
produzidos pelo homem. Qualquer sistema elétrico baseado em corrente alternada
irradia uma parte de sua energia na forma de ondas. O exemplo mais
caracteristico disso é a antena, uma estrutura metélica excitada por corrente
alternada que acopla eficientemente um gerador de corrente alternada ao espago
livre, a fim de obter ondas eletromagnéticas.

As ondas eletromagnéticas constituem uma das formas mais importantes e
bédsicas de interacdo e troca de energia entre sistemas fisicos, sendo
responsaveis por uma seérie de fendbmenos bem conhecidos de todas as pessoas,
como a visdo, as cores dos objetos, o aquecimento produzido pelo sol e outros
irradiadores, etc. As ondas eletromagnéticas também constituem a base de
funcionamento de muitos sistemas e equipamentos modernos tais como 0s
sistemas de telecomunicacdes, os fornos de microondas, os equipamentos 6pticos
e assim por diante.

Uma vez emitida, a onda eletromagnética ndo depende mais da fonte que a
produziu. As ondas eletromagnéticas se propagam em alta velocidade e
transportam energia na direcao de propagacao. Objetos interceptados pelas ondas

eletromagnéticas, via de regra, absorvem uma parte da energia transportada ao
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mesmo tempo em que espalham o restante da energia disponivel em véarias
direcGes do espaco.

Este Capitulo trata do estudo da geracdo e propagacdo de ondas
eletromagnéticas no vacuo e em meios materiais, bem como de alguns eventos
consequentes da interacdo de ondas eletromagnéticas com a matéria. Uma vez
que este estudo exige o conhecimento basico da teoria ondulatéria, sugere-se a

leitura do Apéndice 4.1 aqueles que néo estejam familiarizados com o tema.

Analise no dominio da frequéncia

Os capitulos anteriores desenvolveram a teoria eletromagnética no dominio do
tempo. Iniciamos este capitulo com a descricdo da analise eletromagnética no
dominio da frequéncia por ser extremamente vantajosa a sua aplicacdo no estudo
das ondas eletromagnéticas. A analise no dominio da frequéncia exige a aplicacédo
do principio da superposicdo e portanto, somente pode ser usada em sistemas
lineares. As equacdes de Maxwell expressam relacdes lineares entre os campos e
as fontes no vacuo. Dentro da matéria, isso também se aplica desde que as
propriedades macroscopicas condutividade, permissividade e permeabilidade

sejam independentes dos campos aplicados.

Superposicao
Sejam as fontes densidade de carga e densidade de corrente em um sistema

eletromagnético, definidas como a soma de diversas parcelas:
(4.1)  py =ZXPvn ]ZZin
n n

de tal modo que cada par de valores [pvn,]nJ satisfaz individualmente a equacéo

de continuidade:

= OPvn
4.2 Vijg=—"7"7"
(4.2) In ot

entdo, os campos produzidos por essas fontes também podem ser descritos pelo

somatorio de diversas parcelas, ou seja:
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(43) d=Yyd, eé=Yé, b=Yb, h=Yh,
n n n

n

de modo que cada conjunto das componentes correspondente dessas grandezas
[pvn,]n,an,én,ﬁn,ﬁnj satisfaz individualmente as equagdes de Maxwell, isto é:

(4.4) V-d,=py, V-b,=0 vXﬁnzinﬁ%” Vxe,=-—"n"

Na descricdo macroscopica dos campos em meios materiais, contudo, a
linearidade sera mantida desde que a polarizacdo, a magnetizacdo e a conducao
no meio sejam proporcionais aos campos aplicados, ou seja, desde que a
permissividade elétrica, a permeabilidade magnética e a condutividade do material
sejam independentes das intensidades dos campos. Assim sendo, podemos

escrever:

(4.5) an =&€y by = Hﬁn ]n =Gép

Analise fasorial

A andlise fasorial é uma técnica de representacdo e solucdo de equacles
diferenciais temporais aplicavel a sistemas lineares excitados por fontes que

variam no tempo segundo as funcdes trigonométricas senwt e coswt ou segundo
as funcdes exponenciais complexas e e e, Todas essas funcdes tém a

caracteristica comum de serem peridédicas e monocromaticas (freqiéncia Unica).

Estas funcbes podem ser representadas de maneira geral pelas expressoes:
(4.6) sen(ot+6) cos(wt+0) gl(et+0) g i(ot+0)

onde o argumento (ot+0) é denominado de fase, o € a freqiiéncia angular e 6 é

a fase inicial. Usando a identidade de Euler (ej8 =C0Sd+ jsend), podemos

escrever as funcdes trigonométricas na forma de fun¢des exponenciais:

(4.7) sen(ot+0)= %[ej(w”@) _ e i(wt+6)
J

(4.8) COS(cot+6):%[ej(®t+9)+e—j(wt+e)]
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Um sistema descrito por equacdes diferenciais lineares e excitado por uma fonte
monocromatica, tera necessariamente como resposta, funcbes monocromaticas
no tempo com a mesma frequéncia da fonte. Assim qualquer sistema
eletromagnético com fontes monocrométicas em um meio linear, pode ser
analisado considerando-se que as respostas, tanto para os potenciais quanto para
os campos, sao funcbes monocromaticas do tempo. Esta andlise é mais
convenientemente realizada usando-se as funcgdes exponenciais complexas,
conforme se vera a seguir. Definimos o fasor correspondente a uma funcéo
monocromatica do tempo como uma quantidade complexa cujo modulo é a
amplitude dessa funcdo e cujo angulo polar é igual a fase inicial dessa funcéo.
Em um sistema eletromagnético excitado por fontes monocromaticas, os fasores
que descrevem a densidade de carga e a densidade de corrente podem ser
escritos na forma:
(49) TI'= poejep J= ]oejej
enquanto que para 0s campos e potenciais gerados temos:

D = d,el® E =g el% B =b,e/%
(4.10) . : ,
H=hye!’n D=  A=3.ela
Onde as amplitudes e as fases podem variar com a posi¢cdo no espaco mas nao
dependem do tempo. Usaremos a convencéo de representar um fasor por letras
maiusculas, enquanto mantemos a convencao até aqui adotada de representar
funcbes do tempo por letras mindsculas. Também adotamos o0 seguinte

procedimento para obter uma funcéo do tempo a partir do seu fasor: multiplicados

0 mesmo por el®te extraimos a parte real do resultado. Assim, para as fontes,

temos:

p= Re[l"ej(”t]: Re[poeJep ej“’t} = po COS(ot+6,)
(4.12) | o
j= Re[jej‘”t]: Re[]oe]eJ e‘mt} = Jo cos(wt +0)

e de maneira analoga, para os campos e potenciais, temos:
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d=ReDel® |=d, cos(ot+04) &=Re[Eel®'|=8, cos(ot+0,)

(4.12) b=ReBel®|=b,cos(wt+0,) h

=y

=ReHel*!|=h, cos(wt + 0},)
¢=Rel0el® |= g, cos(ot+0,) a=Re Aej‘”t]: a, cos(ot+0,)
A andlise de um sistema eletromagnético excitado por fontes monocroméaticas
pode ser realizada por meio da transformacédo das equacdes de Maxwell para a
forma fasorial, resolucdo dessas equacfes no dominio da freqiéncia e, uma vez
obtidas as solugcbes para os fasores das grandezas desejadas, retornar ao
dominio do tempo por meio das transformacdes indicadas em (4.12). Se diversas
fontes com diferentes freqiéncias estdo presentes, as solu¢cdes para 0s potenciais
e campos podem ser obtidas como a soma das respostas parciais para cada
fonte, de acordo com o principio da superposicdo. Trataremos agora de obter a

forma fasorial das equacdes de Maxwell.

Lei de Gauss para a inducao elétrica

Substituimos as funcdes monocromaticas que descrevem d(f,t)e p(F.t)na
equacdao da lei de Gauss para obter:

(4.13)  V-|do cos(ot+0g)|=po cos(t+6,)

Substituindo agora as fungdes cosseno por fungdes exponenciais de acordo com
(4.8), obtemos:

(4.14) V.P_oej(mwed) +a_0e—j(0)t+9d)} _ Po gl0t+0p) | Po o =i(0t+0p)
2 2 2 2

Comparando os termos que multiplicam as funcgdes elote e‘j‘”t, obtemos as
equacoes:

(4.15) V-[aoejed]zpoejep

(4.16) V- [aoe—ied ]: poe P

Mas, de acordo com (4.9) e (4.10) essas equacdes relacionam os fasores de

inducéo elétrica e densidade de carga, ou seja:

(4.17) V-D=T
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(4.18) Vv.D*=r*

Onde D*e I'*s&o0 os complexos conjugados dos fasores De I" respectivamente.
Ja que (4.18) é exatamente o complexo conjugado de (4.17), essas equacdes tem
a mesma solucao, e portanto podemos considerar (4.17) como a forma fasorial da

lei de Gauss para a inducéo elétrica.

Lei de Gauss para aindugdo magnética

Substituimos a funcdo monocromética B(F,t) na equacao da lei de Gauss para
obter:

(4.19) V. [50 cos(wt + eb)J: 0

Substituindo a funcdo cosseno por funcdes exponenciais e separando os termos
que multiplicam as fungdes elote e‘j“)t, obtemos as equacoes:

(420)  V-poe®|=0

4.21) V- lﬁoe‘jeb J: 0

De acordo com (4.10) essas equacdes nos levam a forma fasorial da lei de Gauss
para a inducdo magnética:

(4.22) V-B=0

Lei de Ampere

Substituindo as fungdes monocromaticas na equacéao da lei de Ampere, obtemos:
(4.23) Vx [ﬁo cos(ot + eh)]: Jo cos(wt +0;) +§[ao cos(ot + ed)]

Substituindo agora as fun¢des cosseno, obtemos:

V x h_Oej((Dt+9h) +h_oe—j(cot+6h) =j£ej(60t+9j) +j—°e_j(®t+ej)

(4.24) ) 2
(0t+04) —d—ojme
2

N d7o joel ~j(ot+q)

Separando os termos que multiplicam as funcdes elote 71Ot obtemos:
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(4.25) Vx [ﬁoejeh ]: el 4 jo d,eld

—

£ a0 -0 g -0
hoe™ h]:Joe J —jodye™"d

(4.26) Vx
Assim , vemos que a lei de Ampere na forma fasorial assume a forma:

(4.27) VxH=J+joD

Lei de Faraday

Substituindo as fungBes monocromaticas na equacéo da lei de Faraday, obtemos:
(4.28) Vx [éo cos(mt + ee)] = —%[60 cos(wt + 0y )]

Substituindo agora as fun¢des cosseno, obtemos:

(4.29) \V4 X[%ej(wuee) +é?oe—j(cot+9e)} _ —b70j03 ol(0t+0p) +b7oj(0 o—i(0t+0p)

Separando os termos que multiplicam as funcdes elote 71Ot obtemos:

(4.30) Vxl|g,ele J: —jwbgyel®d

(4.31) Vx [éoe‘jee J: jobye 1%

Assim , vemos que a lei de faraday na forma fasorial assume a forma:

(4.32) VxE=-joB

De maneira completamente analoga ao que foi mostrado acima para as equacdes
de Maxwell, podemos demonstrar que a equacdo da continuidade na forma

fasorial é escrita na forma:

(4.33) V-J=-jol

E também as relacbes constitutivas podem ser escritas na forma fasorial:

(434) D=g,E+P=¢E B=psH+M)=pH J=cE

Podemos antecipar neste ponto que as propriedades ¢, u e ¢ podem variar com

a frequéncia, sendo essa caracteristica responsavel por importantes efeitos na
propagacdo de ondas eletromagnéticas nesses meios. A Tabela 4.1 mostra um

resumo das equacdes eletromagnéticas para analise fasorial.
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Uma extensao da analise fasorial para o caso de fungcdes ndo monocromaticas € a
analise de Fourier. Pode-se mostrar que qualquer funcdo peridédica pode ser
escrita na forma de uma série de fungdes monocromaticas com frequéncias
multiplas de uma frequéncia fundamental. Uma vez obtida a série de Fourier de
uma distribuicdo de carga ou corrente, € possivel aplicar os métodos da analise
fasorial para cada uma das componentes monocromaticas do sistema a fim de
obter os campos associados. Os campos resultantes, de acordo com o principio
da superposicao, serédo obtidos pela soma dos campos devido a cada componente

monocromatica, ou seja, 0s campos também serdo descritos por séries de Fourier.

Tabela 4.1 — Equacdes eletromagnéticas fasoriais

Lei de Gauss para a inducao

elétrica V.D=T

Lei de Gauss para a indugdo

magnética

V-B=0
Lei de Ampere VXH:j+jg)f)
Lei de Faraday VxE=-joB
Equacdo da continuidade V.J]= —jol

Relagbes constitutivas

Equacéo da onda eletromagnética

A onda eletromagnética é descrita por equacdes diferenciais parciais no tempo e
no espaco para seus dois campos, elétrico e magnético. Nesta secdo e em grande
parte deste capitulo estaremos interessados na descricdo de ondas no espaco
ilimitado, ou seja, sem fronteiras. Esta € uma simplificacdo que serve para se
estudar as caracteristicas principais de propagacdo de ondas eletromagnéticas

com um minimo de complexidade matematica. SituacBes reais quase sempre
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envolvem interfaces entre meios com diferentes propriedades eletromagnéticas e
nesses casos ocorrem fenbmenos como reflexdo, refracdo e difracdo, os quais
modificam a distribuicdo dos campos e o fluxo da energia transportada pela onda.
Além disso, em geral assume-se que 0 meio € linear, ou seja, as propriedades
condutividade elétrica, permissividade elétrica e permeabilidade magnética em
uma certa freqiéncia sdo consideradas constantes independentes das
intensidades dos campos. Uma ultima consideragédo simplificadora em um estudo
introdutério das ondas eletromagnéticas diz respeito a homogeneidade e isotropia
das propriedades eletromagnéticas do meio. Em um meio homogéneo e isotropico
as propriedades séo independentes da posicéo e direcdo em qualquer sistema de

referéncia no qual sejam avaliadas.

Equacao da onda eletromagnética no dominio do tempo

A descricdo das ondas eletromagnéticas pela teoria classica € obtida com a
aplicagcdo direta das equagbes de Maxwell. Iniciaremos com a descrigdo no
dominio do tempo. A Figura 4.2 mostra esquematicamente um sistema
eletromagnético constituido por distribuicbes de carga e corrente elétrica em um
certo volume finito do espaco e os campos decorrentes dessas fontes,
consideradas aqui implicitamente como variaveis no tempo. Consideremos entao a

equacao da Lei de Ampere:

- - od
435) Vxh=j+2=
(4.35) xh=j+=

onde a distribuicdo de densidade de corrente no espaco pode ser o resultado de

varios processos fisicos que por conveniéncia de andlise serdo agrupados de
duas categorias: (1) a corrente das fontes ]S , que sera considerada sempre como

tendo uma distribuicdo localizada, ou seja, limitada a um volume finito e (2) a

corrente produzida pelo campo elétrico da propria onda eletromagnética. Esta

contribuicdo pode ser escrita na forma ]C =c€é se 0 meio for um condutor linear. A

distribuicdo de corrente ]S geralmente sera produzida por fontes de potencial

elétrico conectadas a um sistema de condutores, como por exemplo, em uma
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Figura 4.2 — Representacdo esquematica de um sistema eletromagnético constituido por uma

distribuicdo localizada de carga e corrente e seus campos associados.

antena. Fazendo a substituicdo j = js + j. em (4.35) e aplicando o rotacional em
ambos os lados dessa equacéo, resulta:

-~ = e 8 \Y% Xa
(4.36) VxVxh:VxJS+VxJC+%
Para um meio linear, homogéneo e isotrépico podemos substituir a densidade de
corrente de conducéo e a inducéo elétrica pelas conhecidas relagdes em funcéo
do campo elétrico, considerando a condutividade e a permissividade elétrica como
constantes independentes da posicao e direcdo no espaco. Além disso, podemos
utilizar uma transformacéo vetorial para reescrever o primeiro membro da equacao

(4.36). Com isso, obtemos:

(4.37) v(v-ﬁ)—vzﬁzwis+ché+savxe

Podemos agora utilizar a lei de Gauss para eliminar o primeiro termo em (4.37) e a
lei de Faraday para substituir Vxe em funcdo do campo magnético. Além disso,

se estamos interessados na distribuicdo dos campos apenas no volume externo
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aguele ocupado pela fontes, entdo o termo ]S € nulo nesse espaco. Com as
substituicOes citadas podemos escrever (4.37) na forma:
- oh _ 9°h
(4.38) v2h =0u5+8pat—2
Esta é a equacdo de onda para o0 campo magnético em um meio linear,
homogéneo e isotropico. Podemos obter uma equacao equivalente para o0 campo
elétrico por um processo semelhante. Iniciamos pela lei de Faraday e
consideremos que a linearidade, homogeneidade e isotropia se aplicam também
as propriedades magnéticas do meio. Aplicamos o rotacional em ambos os lados
da equacao da lei de Faraday:
o(Vxh

Usando a lei de Ampere para substituir o rotacional do campo magnético,

(2.39) VxVx@=-—

obtemos:

De acordo com a Lei de Gauss, o primeiro membro do lado esquerdo se anula nos
meios onde a densidade de carga macroscoépica € nula. Assim, fora do volume
ocupado pelas fontes, em um meio eletricamente neutro, temos a equacdo de

onda para o campo elétrico idéntica aquela para o0 campo magnético:

Estas equacbes, (4.38) e (4.41), descrevem as relacbes entre as derivadas
espaciais e a derivada temporal dos campos em uma onda eletromagnética. Suas
solucBes para as condicdes iniciais e de contorno peculiares a cada sistema fisico
devem, a principio, descrever completamente a propagacdo de ondas
eletromagnéticas a partir de fontes dependentes do tempo em meios ilimitados,
homogéneos, isotropicos e lineares. Em um meio ndo condutor o termo
dependente da condutividade é nulo e estas equacdes assumem a forma mais

simples:
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2K 2r

(4.42) v2h=usazh=i282h
ot V< ot

2= 2=

(4.43)  v2 = el f:iza -
ot ve ot

Onde a constante v:(us)_j/zé conhecida como velocidade da luz no meio. No

vacuo essa constante assume um valor bem conhecido em torno de ¢ = 3x10°
metros por segundo, sendo uma grandeza fundamental em varias teorias da fisica.
As equagbes (4.42) e (4.43) estdo na forma conhecida como equacao de
D’Alembert.

Equacédo da onda eletromagnética no dominio da frequéncia

E consideravelmente mais simples analisar a propagacdo de ondas
eletromagnéticas monocromaticas, ou seja, de uma Unica frequéncia, do que de
uma fonte qualquer. As freqiiéncias de uma onda eletromagnética sdo aquelas
das fontes que produzem os campos. Assim, ondas monocromaticas sao geradas
a partir de fontes monocromaticas. Neste caso podemos usar o recurso da analise
fasorial para obter uma simplificacdo importante nas equacdes de onda.

Podemos seguir passo a passo aqui 0 mesmo método aplicado anteriormente
para deduzir as equacdes de onda no dominio do tempo, apenas substituindo as
equacOes de Maxwell e as relacdes constitutivas por suas equivalentes na forma
fasorial. A aplicacdo do rotacional na equacdo da lei de Ampere nos leva ao
seguinte resultado:

(4.44)  VxVxH=VxJq+VxJ; +joVxD
Com a substituicdo das relacbes constitutivas e com as mesmas consideracdes a
respeito da localizacdo das fontes, obtemos o equivalente fasorial da equacéo de

onda para o campo magnético em um meio linear, homogéneo e isotrépico na

forma:

(4.45) V2H = jopus H - O)Zusl:l >  V2H= yZH
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Do mesmo modo, iniciando com o rotacional da equacdo da lei de Faraday e
substituindo as relacdes constitutivas, podemos obter a equacdo de onda para o
campo elétrico em um meio eletricamente neutro:

(4.46) V2E = jouc E —cozpaé > V%E-= yZE

As equacoOes diferenciais (4.45) e (4.46) descrevem as distribuicbes espaciais dos
fasores dos campos gerados por uma fonte monocromatica. Com a especificacao
correta das condi¢cdes de contorno apropriadas a cada sistema fisico, podemos, a
principio, obter uma descricdo completa da propagacdo de ondas
eletromagnéticas monocromaticas em um meio ilimitado a partir das solucdes

dessas equacdes. A constante y nessas equacgfes € denominada de constante de
propagacéo e pode ser escrita na forma:

4.47) y=.jou(c+joe)=a+]jp

onde o é a constante de atenuagéo e  a constante de fase da onda. Em um

meio de condutividade nula , (4.45) e (4.46) podem ser escritas na forma mais

simples:

(4.48) V?H=-0%usH — V?H=-p%H
(4.49) V?E=-0’peE > V2E=-B’E

Onde [32(,01/1.18:9. Esta forma das equacdes da onda eletromagnética é
v

denominada de equacdo de Helmholtz. A Tabela 4.2 resume as formas da
equacdo de onda eletromagnética no dominio do tempo e no dominio da

freqUéncia.

Equacado da onda eletromagnética em coordenadas retangulares
No sistema retangular os campos sao descritos pelas expressoes (ver Figura 4.3):

(4.50)  E(x,Y,2) =E4(X,Y,Z) X +Ey(x,y,z)§/+ E,(X,Y,2)Z

(4.51)  H(x,Y,z) = Hy(X,y,2) X + I:Iy(x,y,z) y +H,(xY,2)Z
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Cada componente dos campos é uma funcdo das trés coordenadas espaciais.
Substituindo essas expressdes nas equacdes de onda (4.45) e (4.46) e separando

as componentes retangulares, obtemos seis equacgdes de onda:
(452) V?E, =v°E,
(4.53) VZE, =y°E,
(4.54) V°E, =v°E,
(4.55)  V?H, =7y2H,
(4.56)  VZHy = y2H,

2 2
(457) V2H, =y°H,

Tabela 4.2 — Formas da equacédo de onda eletromagnética

Equacéo de onda geral meio néo dissipativo
— 2_. 2_.
Vzézcua—e+usa—e Vzé:usa—e
dt ot? o2
Dominio do tempo
- h 2h - 2h
V2h=cua—+gua— V2h=M88—
o at? ot?
V°E = y°E V’E=-B%E
Dominio da frequiéncia V2H = Y2|:| V2H = —B2|:|

Y = iow(o + joe) B =oyue
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v

Figura 4.3 — Representac¢do de um campo vetorial no sistema de coordenadas retangulares.

Cada uma dessas equacdes pode ser resolvida pelo método de separacdo de
varidveis. Supomos que a solucdo geral para a componente x do campo elétrico,
por exemplo, pode ser escrita na forma de um produto de trés fung¢des, cada uma
dependente apenas de uma das coordenadas de posicao:

(4.58)  Ex =X(x)Y(y)Z(2)

Substituindo em (4.52) e abrindo o operador laplaciano nas trés componentes

retangulares, obtemos a expressao:

2 2 2
(4.59) vz >2<+xzd Z+xvd f = y°XYZ

dx dy dz
Note que ao escrever esta equacao usamos derivadas totais, pois as funcdes X, Y
e Z dependem apenas de uma variavel. Dividindo ambos os lados dessa equacao

por XYZ, resulta:

2 2 2
weoy LEX, 1Y 1d7Z o
Xdx? Ydy? Zdz?
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Cada termo do lado esquerdo é uma funcdo apenas de uma das trés variaveis e a
soma desses termos resulta em um valor constante em qualquer posicdo do
espago, ou seja, para quaisquer valores dessas coordenadas. Entdo, a Unica
solucdo possivel € admitir que cada termo independentemente seja igual a uma

constante, ou seja:

d?X
(4.61) d_2:Y§X

X

d?y

d?z
(4.63) d—2=y§z

VA

Onde as constantes vy, yy € v, devem ser escolhidas de modo que satisfacam a
seguinte relagao:

2,.2 .2 _.2
(4.64) yx+vy+vz=v

Agora, cada uma das equacdes (4.61) a (4.63) tem uma solucdo bem conhecida

na forma de exponenciais complexas. Entdo podemos escrever:

(4.65)  X(x)=Xie XX £ X,eVx*
4.66)  Y(y)=Yee VY +v,e’YY

(4.67) Z(z)=2,e772% +Z,€72?

Onde os coeficientes X;, X, Y1, Yz, Z1 e Z, sdo constantes que devem ser
determinadas a partir de condi¢cdes de contorno conhecidas para o sistema sob
andlise. Assim, a solucao geral para a componente x do campo elétrico na onda

eletromagneética descrita em coordenadas retangulares pode ser escrita na forma:
Ex(xy,2) = (Xle_YXX + X erX)
(4.68) (yle—yyy Y, evyyj
(Zle—Yz z Z, eYzZ)

E 0 mesmo se aplica a cada uma das demais componentes.
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Em outros sistemas de coordenadas, como o sistema cilindrico ou o sistema
esférico, ndo é possivel obter equacdes desacopladas para todas as componentes
dos campos, o que torna a analise da propagacdo de ondas eletromagnéticas
nesses sistemas um problema bem mais complexo. Por enquanto usaremos
apenas o sistema retangular, jA que o mesmo se presta muito bem a descricdo de
ondas no espaco ilimitado. Reservaremos para o final do capitulo alguns exemplos

da utilizac&o de outros sistemas de coordenadas.

Onda plana em um espaco ilimitado

Analisaremos agora as caracteristicas gerais de ondas eletromagnéticas se
propagando em um espaco ilimitado com propriedades eletromagnéticas
independentes da posicdo e direcdo no espaco. Para isso, usaremos uma
aproximacdo muito util. Consideraremos que a fonte da irradiacdo localiza-se
muito distante do local onde estamos calculando os campos da onda. Sendo um
meio homogéneo e isotropico, e estando muito distante da fonte, € razoavel supor
que, em uma certa area atravessada pela onda eletromagnética, os campos nao
variam nas direcdes paralelas ao plano dessa superficie. Isto € plenamente
justificavel através do conceito de fluxo de poténcia no campo eletromagnético, de
acordo com o Teorema de Poynting (Apéndice 4.2). Demonstra-se que existe um
fluxo de poténcia na direcdo perpendicular ao plano definido pelos vetores de
campo elétrico e magnético. Se esse fluxo de poténcia € uniforme em uma certa
area atravessada pela onda, entdo os campos devem se distribuir uniformemente
nessa superficie plana. Arbitrariamente, fixaremos 0s eixos x e y do sistema de
referéncia paralelamente a esta superficie plana e determinaremos que todas as
componentes de campo tem amplitude constante sobre ela. Esta geometria é
apresentada na Figura 4.4 e descreve 0 que se denomina de onda plana
uniforme. Demonstraremos que na onda plana uniforme, os campos elétrico e
magnético estdo contidos no plano perpendicular ao fluxo de poténcia. Sera
demonstrado também que, a fim de satisfazerem as equacbes de Maxwell, os
campos elétrico e magnético devem ser perpendiculares entre si e a razao entre

suas amplitudes deve ser uma constante independente da posicédo no espaco.
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Figura 4.4 — Modelo de onda plana uniforme. Os campos estao contidos em planos paralelos e se
distribuem uniformemente nessas superficies. A onda se propaga na dire¢cdo perpendicular aos

planos. K é denominado de vetor de onda.

Caracteristicas gerais de propagacéao de ondas planas
Analisando a equacao (4.68), concluimos que, se 0s campos Sd0 constantes no

plano x-y do sistema de coordenadas, as constantes y, e yy, devem ser nulas

para a onda plana uniforme. Se todas as componentes de campo tém solucéo
geral dada por (4.68), entéo, para a onda plana uniforme no sistema de referéncia

mostrado na Figura 4.4, podemos escrever os campos na forma:
(4.69) E=E/, e "?+Ene’?
(4.70) H=Hl e "% +H e’?

onde de acordo com (4.64),y, =7, pois yx =y, =0. As amplitudes El, Em, HE,

H,, sédo constantes que devem ser determinadas a partir das condicdes de

contorno em relacdo a direcdo z do sistema de coordenadas. Estas condi¢cdes
podem estar relacionadas, por exemplo, a intensidade da onda em uma certa
posicdo z especificada e ou a possivel ocorréncia de reflexdes no meio.

Mostraremos que 0s termos que se somam nas equacdes (4.69) e (4.70)
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representam ondas que se propagam em sentidos opostos na direcdo z. O

primeiro termo no segundo membro de (4.69), Eﬁq e ’%, por exemplo, corresponde

a uma onda de campo elétrico propagando-se no sentido z>0 e o segundo

termo, E;] e’?, corresponde a uma onda de campo elétrico propagando-se no

sentido z<0. Esses termos existem simultaneamente apenas se houver
irradiacdo a partir de mais de uma fonte e em sentidos opostos ou no caso de um
meio ndo homogéneo onde ocorra reflexdo em uma interface produzindo uma
onda refletida que se propaga em sentido oposto ao da onda incidente. Essas
importantes ocorréncias serao tratadas oportunamente. No momento desejamos
considerar apenas a propagacao no sentido z >0 para uma Unica fonte localizada
em um meio homogéneo e isotropico (naturalmente, poderiamos considerar
apenas a propagacao no sentido negativo, mas as conclusdes seriam idénticas).

Assim sendo, temos:

(4.71) E=Epne"*

(4.72) H=Hpe'?

Estas equacdes descrevem a distribuicdo espacial dos campos em uma onda
plana uniforme se propagando no sentido z >0, sendo que Eme Hmséo 0s
valores maximos desses campos. JA que se trata de uma analise fasorial, 0os
resultados (4.71) e (4.72) descrevem os fasores de campo. A dependéncia
temporal dos campos, como se sabe, € do tipo monocromatica, ou seja, com uma
freqUéncia Unica, sendo esta definida pela fonte.

Substituindo (4.71) e (4.72) nas equagdes de Maxwell, podemos obter importantes
relacbes entre os campos da onda plana. Por exemplo, substituindo na equacéo
da Lei de Ampere dada em (4.27), teremos:

(4.73) V x(ﬁm e 1? )= (o +jwe)Epe "2

Aplicando a propriedade fasorial (C.10) e considerando que I:|m € constante, o
termo do lado direito de (4.73) pode ser escrito na forma:

(4.74) v(e‘”)x Hp = e‘YZ(Hm X 2)y

Levando isso em (4.73), obtemos o importante resultado:
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(4.75) Ry xz=2T19% g
Y

gue mostra que o vetor de campo elétrico é perpendicular ao campo magnético e
a direcao de propagacgéo da onda. Facamos agora 0 mesmo com a Lei de Faraday
dada em (4.32):

(4.76) Vx(ﬁm e_yz)= e"YZ(mei)y:—jwuﬁm e V?
gue nos leva a seguinte relacao:

4.77) Enxz=-1CMQ
Y

gue nos mostra que o campo magnético € perpendicular ao campo elétrico e a
direcdo de propagacdo. A Figura 4.4 mostra um esquema possivel no qual os
campos satisfazem as exigéncias geométricas implicitas nas equacdes (4.75) e

(4.77), ou seja, o campo elétrico sempre na diregdo x € 0 campo magnético

sempre na dire¢do y. O Vetor K nesta figura € denominado de vetor de onda,
sendo definido pela expresséo:

(4.78) K=vz

Assim, concluimos que em uma onda plana, os vetores de campo sao
perpendiculares entre si e situam-se no plano transversal a dire¢do de propagacéao
da onda. Essas ondas s@o chamadas de ondas transversais eletromagnéticas e
recebem a sigla TEM.

Uma outra importante conclusédo a respeito das equacdes (4.75) e (4.77) é que
elas levam a uma relacéo de proporcionalidade entre as intensidades dos campos
da onda eletromagnética independente da posicdo no espaco. As relacdes entre
as intensidades dos campos obtidas a partir dessas equacdes podem ser escritas

na forma:

4.79) Eqn=12FnH
Y

(4.80) Hpy = Em
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Define-se a impedéncia caracteristica do meio, simbolizada por Z,, com sendo

0 quociente entre as amplitudes complexas do campo elétrico e do campo
magneético perpendicular. A partir de (4.71) e (4.72), temos:

(4.81) Z,=—1m
Usando as relacdes (4.79) e (4.80) é facil mostrar que:

(4.82) Zo= | 0H

C + Jog
Esta é a expresséo geral da impedéancia caracteristica de um meio ilimitado onde
as propriedades o, u e € sdo iguais em todos as posicoes e direcdes do espaco.
Note que a impedancia caracteristica de um meio pode ser uma quantidade
complexa e pode depender da frequéncia da onda. Em um meio ndo condutor,
entretanto, a impedancia caracteristica é real e independente da frequéncia,

podendo ser escrita na forma mais simples:

(4.83) Z, = \/E= b Mo ~3768 |Hr g
€ er \ €0 er

Portanto, no vacuo temos Z, =376,8 Q. O mesmo valor aproximado € aplicavel

para a propagacdo de ondas na atmosfera e outros ambientes contendo gases
rarefeitos.

Do fato da impedancia caracteristica ser uma quantidade complexa em um meio
condutor e devido a relacdo (4.81), concluimos que as amplitudes Em e FIm

devem ser representadas por numeros complexos. Assim, usando as referéncias

indicadas na Figura 4.4 e a notac&o fasorial indicada em (4.10), podemos escrever

Ene Hyna forma:

—

(4.84) E,, =e,el%o0 x

(4.85) Hy, =h,el®hoy
Podemos também representar a impedéancia caracteristica na forma polar:

(4.86)  Zo =[Z,|e’
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De acordo com a equacéo (4.81) as amplitudes e os angulos de fase inicial dos
campos se relacionam entre si através da impedancia caracteristica por meio das
equacoes:

€o _
(4.87) e |zo|

(4.88) Be0 —Oho = ¢

A impedancia caracteristica pode também ser expressa na forma retangular:

(4.89) Zy, =Ry +jXq

onde entdo R, é€ a resisténcia caracteristica e X,é a reatancia caracteristica do

meio.

Podemos agora obter expressdes mais informativas sobre a forma dos campos da
onda plana fazendo as substituicbes das equacdes (4.84) e (4.85) para as
amplitudes dos campos nas equacdes (4.71) e (4.72). Além disso, lembrando que
a constante de propagacdo é um numero complexo, faremos a sua substituicdo

pela expresséao dada em (4.47). Com isso, obtemos:

(4.90) E=e e “2e iPz-0eo)

(4.91) H=h,e % e_j(BZ_ehO)y

Estas expressdes mostram que tanto as fases quanto as amplitudes dos campos
variam com a distancia z percorrida pela onda eletromagnética. As amplitudes
decaem exponencialmente com a propagac¢ado da onda, por isso, a constante o €
denominada de constante de atenuacao. A fase da onda varia linearmente com a
distancia percorrida, por isso a constante € denominada de constante de fase.
Podemos passar agora ao dominio do tempo aplicando a transformacéo indicada
nas equacoes (4.11) e (4.12):

(4.92) e= Re[ﬁej‘”tJ: eo e “* cos(ot — Bz +0gg) X

(493) h= Re[ﬁej“’tJ: ho €~ %% cos(wt —Bz +0pg) Y

Na sequéncia analisaremos casos particulares de grande importancia.
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Ondas em meios nao dissipativos

Um material € ndo dissipativo se ndo absorve energia da onda eletromagnética.
Podemos adiantar que todos os materiais absorvem energia eletromagnética em
algum nivel, pelo menos em algumas faixas de frequiéncia. A analise espectral da
absorcéo de energia e outras propriedades dependentes da freqiéncia sera objeto
de estudo em outros capitulos. Por ora queremos estabelecer as caracteristicas
de propagacdo de ondas eletromagnéticas quando o material ndo absorve
quantidade significativa de energia a partir da interacédo de suas particulas com os
campos. Nesta condicdo podemos dizer de maneira bastante geral que o meio é
ndo condutor, ou seja, que sua condutividade é nula ou desprezivel (neste caso
estamos nos referindo ndo somente a condutividade para campos estaticos, mas
sim a condutividade total para campos variaveis no tempo). Portanto, para 0s
objetivos desta analise, todo material ndo condutor constitui um meio néo
dissipativo.

Para um material em que o =0, a constante propagacdo dada em (4.47) assume

o valor:
(4.94) v=joue
e, portanto, a constante de atenuacédo € nula. A constante de fase, por sua vez, é

dada por:

(4.95)  B=oue =oire ot = ooty

A constante caracteristica do meio n=./u;e, é denominada de indice de
refracdo do material. Conforme dito na secdo 3.1, a constante universal
c= (uoeo)_% ~ 3x108 r%é denominada de velocidade da luz no véacuo. Entéo,

(4.95) pode ser escrita na forma alternativa:

4.96) B=—"o
C

Em um meio ndo dissipativo, os campos da onda eletromagnética plana sdo
escritos na forma simples:

(4.97) e=e,cos(ot—Ppz)x
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(4.98) h=h, cos(ot—pz)y

Observe que escrevemos 0s campos com mesmo angulo de fase inicial nulo. Isso
€ possivel porque a impedancia do meio é real e, portanto, o0s campos estdo em
fase. Assim sendo, ndo ha restricdo alguma em considerar ambos os angulos
nulos. A Figura 4.5 mostra uma representacdo esquematica dos campos
distribuidos em uma onda eletromagnética plana em um meio ndo dissipativo.
Cada posicao no eixo z define um plano que contém os vetores de campo elétrico
e magnético. Em cada plano, as intensidades e fases desses campos sao
uniformes e os vetores tém sempre a mesma dire¢do e sentido. Cada um desses
planos é denominado de frente de onda. Cada frente de onda é caracterizada por
uma fase constante. Nas equacdes (4.97) e (4.98) vemos que as fases dos
campos dependem do tempo e da coordenada de posicdo e, por isso, em cada
intervalo infinitesimal dt a frente de onda se desloca uma distancia infinitesimal
dz de modo que a variacao total de fase dos campos seja nula. Assim, temos:
(4.99) d(ot—Bz)=odt-pdz=0

Chamamos de velocidade de fase da onda o quociente entre dz e dt. A Figura 4.6
mostra a distribuicdo de campo elétrico na onda eletromagnética em varios
instantes de tempo. Podemos dizer que a onda esta se deslocando na direcdo e
sentido z>0 com a velocidade de fase. De acordo com a equacao anterior, a
velocidade de fase de uma onda plana em um meio nédo dissipativo € dada por:

(4.100) yodz_ o 1 _c

dt B NyHo&e N

Onde o ultimo termo foi obtido de (4.95). Como o indice de refracdo € 1 no vacuo
e maior do que esse valor para qualquer meio material, concluimos que a
velocidade de deslocamento da onda eletromagnética € no maximo igual a ‘c’ se o
meio for o vacuo, e serd sempre menor para qualquer outro meio.

Um ciclo completo dos campos monocromaticos ocorre em um intervalo de tempo
T, chamado de periodo da onda, tal que a variacao de fase correspondente seja

27, OU seja:
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Figura 4.5 — Representacdo dos campos da onda plana distribuidos em uma linha paralela a

direcéo de propagacdo. Somente 0os campos maximos foram indicados.

(t1,I21) (t2,27) (t3,23)

Frente de onda
fase=2rrad & ot —-Bz =2n

Figura 4.6 — Deslocamento da onda na direcdo de propagacdo. Uma frente de onda se desloca
assumindo diferentes posi¢cdes em diferentes instantes de tempo. A fase na frente de onda,

contudo, ndo varia.
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(4.101) T2 1
o f
Onde f é a frequéncia expressa em ciclos por segundo, ou seja, Hertz. Nesse
intervalo de tempo, a onda se desloca uma distancia A denominada de
comprimento de onda. As relagbes do comprimento de onda as demais
grandezas ja definidas séo:
(4.102) A=VvT= 2
p
Com as definicbes de T e A , podemos reescrever (4.97) e (4.98) em uma forma

alternativa:

(4.103) e=eg, cos{Zn(%—%)} X

= t z. |-
4.104 h=h, cos| 2n(——-—
( ) 0 [n(T X)}y

Estas expressdes evidenciam o carater periodico no tempo e no espaco dos
campos da onda eletromagnética. Em qualquer posicdo especifica z, a cada
intervalo de tempo igual a T, a fase da onda € acrescida de 2n radianos, ou seja,
realiza um ciclo completo de variacdo dos campos. Por outro lado, em qualquer
instante de tempo, duas frentes de onda separadas pela distancia A tem seus
campos exatamente em fase.

Finalmente, em um meio ndo dissipativo os campos tém amplitude uniforme ao
longo de todo o comprimento de propagacgao da onda e essas amplitudes estéo

relacionadas pela impedancia do material, que tem apenas parte real R, néo

nula, segundo a expressao:
4.105) o _R, - \/E
ho €

Exemplo 4.1 — Uma antena na superficie da Terra irradia isotropicamente na

atmosfera com uma poténcia maxima py =100W e frequéncia 100MHz.

Considerando a superficie da Terra como sendo perfeitamente refletora,

concluimos que toda a poténcia aplicada na antena pela fonte é acoplada a onda
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eletromagnética gerada na atmosfera. Se a poténcia se propaga isotropicamente

através da area 2nr 2 da semi-esfera de raio r acima da superficie (ver Figura 4.7),

a densidade de poténcia irradiada é:

Po
2nr 2

Se usarmos o0 modelo de onda plana transversal para descrever a propagacao

(Ex.1) [s|=

através de uma pequena area na frente de onda, podemos utilizar a relagédo
(4.105) na expressao do vetor de Poynting para obter a partir de (Ex.1):

2
€o 2 Po
Ro o 27rr2

(Ex.2) |€xh

Com isso, a uma distancia r da antena, a intensidade dos campos € dada por:

Ropo 1
Ex.3 e. =_[—0F0 =
(Ex.3) 0 =4 om T
Po 1
Ex.4 hy = [—=
(Ex4) o \2xR, T

A onda se propaga na direcao radial com amplitude decrescente. A partir de uma
grande distancia r =r,, uma area limitada na frente de onda pode ser aproximada
por um plano perpendicular a direcdo de propagacédo. Podemos substituir r =r,
nas equacodes anteriores para obter as amplitudes da onda plana correspondente
nesta area. Com o valor p, =100W e R, =376.8Q, na distancia de r=1000 m

da antena, de acordo com (Ex.3) e (Ex.4), as amplitudes dos campos sao
e,=7,74x10? V/m e h,=2,06x10™* A/m. Os demais parametros da onda s&o:
_v=c=3x10° m/s

_o=2nf = 27x108 rad/s

_B= 2t =2,09 rad/m

c
T :%:10‘85 =10 ns

x=5=3m
f
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(b)

Figura 4.7 — (a) Representagdo esquematica da irradiacdo de uma fonte isotropica através de uma
superficie semi-esférica. (b) Modelo de onda plana transversal aplicado a uma pequena area da
frente de onda.

Definindo a direcdo de propagacao perpendicular ao plano como sendo a do eixo
z, podemos escrever as expressdes dos campos para r =r, +z na forma:

(Ex.5) €=7,74x107 cos(2nx108t-2,09 z) X (V/m)

(Ex.6) h=2,06x10"* cos(2nmx108t-209 z)y (A/m)

onde z é a distancia perpendicular medida a partir do plano r =r, e as dire¢cdes x

e y sao paralelas a esse plano (Figura 4.7).

Ondas em meios dissipativos

Um material dissipativo absorve energia da onda na medida em que ela se
propaga. Em qualquer frente de onda considerada, o fluxo de poténcia
transportada pela onda, dada pelo vetor de Poynting, diminui na medida em essa
frente de onda se afasta da fonte. Iniciaremos obtendo expressbes para a

207



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

impedancia caracteristica e para a constante de propagacdo no meio. A partir de
(4.47), temos:

(4.106) yz = jcopc—(ozue =02 —[32 + j2a
Podemos separar esta expressao em duas equacdes simultdneas para a e f3:

2 2 _ 2
4.107) BTt =otue
20p = ouc
Cuja solucao nos leva aos valores da constante de atenuacdo e da constante de

fase:

(4.108) o= 1/%\/\/02 +0%e? —we

(72 +(,0282

(4.109)  B=ayjue 14| VoI roTET
2 e

A primeira observacao a fazer € que a constante de atenuacdo é nao nula, ou
seja, os campos elétrico e magnético da onda serdo atenuados pelo termo
exponencial que aparece nas equacdes (4.92) e (4.93). Em segundo lugar, a
constante de atenuacdo depende da frequéncia, ou seja, ondas de diferentes
freqiéncias sofrem atenuacdes diferentes em um mesmo material dissipativo.
Finalmente, observamos que a constante de fase apresenta uma dependéncia
bem mais complexa com a freqtiéncia do que no caso do meio ndo dissipativo.
Como vimos na sec¢éo anterior, a velocidade de fase em um meio néo dissipativo é
uma constante caracteristica do material e independente da frequiéncia. Isto
ocorre porque [ € diretamente proporcional a w. Em um meio dissipativo, por outro
lado, B ndo é proporcional a o e a velocidade de fase (dada em 2.100) depende da
freqiéncia da onda, isto é, ondas de diferentes freqliéncias se propagam com
velocidades diferentes. A dependéncia de a com o e a dependéncia anémala de 3
com o causam um importante efeito de distorcdo espectral em sinais
eletromagnéticos compostos de muitas frequtiéncias. Isto sera estudado mais tarde
neste capitulo.

As equacdes (4.108) e (4.109) sédo expressdes muito complexas para usar em

todas as situacoes, principalmente quando levamos em conta a variacdo das
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propriedades o, u e ¢ com a frequéncia. Em algumas situacdes de interesse
pratico podemos obter expressdes aproximadas para o e . Por exemplo, se

o << mg, a constante de propagacao pode ser aproximada por:

»
(4.110) v = jovue (1— jij = jorue (1— jij =2 B 4 joyue
we 2me 2\e
de modo que as constantes de atenuacao e fase podem ser aproximadas por:

c |p
4.111 == =
( ) 5

(4.112)  B=oue

Neste caso, a ndo depende da frequéncia e € proporcional a ». Esta situacao
ocorre principalmente em condutores pobres (agua do mar por exemplo) na faixa
de microondas e frequéncias superiores. Por outro lado, se o>>we, a
aproximacao possivel para y sera:

(4.113) «y= jcoucsz\/(D;G+j\/m;G

e as constantes de atenuacédo e fase podem, entdo, ser aproximadas por:

(4.114) o= 2RO
2
(4.115) ~ %

Esta situacdo é tipica de metais em praticamente toda a faixa de frequéncias de
interesse prético, incluindo luz visivel.

A velocidade de fase de uma onda eletromagnética em um meio dissipativo,
conforme ja explicado acima, depende da frequéncia da onda. De acordo com

(4.100) e (4.109), a expresséo geral da velocidade de fase é:

C
(4.116) v= A
2 2.2
14 L Vo© 0%t
2 we
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onde, como antes, usamos a definicdo do indice de refragdo n=.u,g do

material. Esta expressdo também € muito complexa e sempre que possivel
preferimos utilizar aproximagdes. Para o << we, a equacéo (4.112) nos permite
concluir que a velocidade de fase € independente da freqiéncia e é dada pela
mesma expressdo aplicavel a materiais ndo dissipativos. Contudo, para c >> og,
a equacao (4.115) nos permite escrever a velocidade de fase na forma:

20

uo

(4.117) v=

gue nos mostra que a velocidade aumenta com a raiz quadrada da frequéncia.

Obviamente esta conclusédo esta subordinada a condicdo o << % .

A impedéancia caracteristica de um material dissipativo também depende da
frequéncia da onda. A expressdo geral dada em (4.82) também pode ser
desenvolvida para as duas condi¢cdes de aproximacdo ja usadas anteriormente.
No primeiro caso, se a condutividade € pequena ou a frequiéncia é suficientemente
alta para que a condicdo o <<wme seja vdlida, entdo a impedancia pode ser

aproximada por:

o 2ol e ik

Neste caso, a resisténcia e a reatancia caracteristica do material podem ser

aproximadas por:

(4.119) R, =\/E
e
(4.120) Xo=—> \/E
20¢e \ €

A resisténcia tem a mesmo valor que teria se o0 meio fosse néo dissipativo. A
reatancia diminui com o aumento da frequéncia, de modo que a partir de algum
valor limite, 0 meio se comporta como tendo impedancia real. No outro caso, para

c >> e, a impedancia caracteristica pode ser aproximada por:

(4121) Zy= \/“”“ \/ﬂ +j\/%
(¢

2c 26
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0 que nos permite escrever as expressoes aproximadas:

(4.122) Ry =, |2H
26
(4.123) Xo = 2B
20
(4.124)  |Zo|=, 22
(e)

.
(4125) o=

Vemos entéo que a resisténcia e a reatancia sao iguais, de pequeno valor e que
aumentam com a frequéncia. Aléem disso, observamos que o angulo polar da

impedancia € um valor fixo, o que indica que a defasagem entre o campo elétrico

e 0 magnético é independente da freqiéncia para o << %. Como ¢ é positivo, 0

campo magnético esta atrasado de 45° em relagdo ao campo elétrico.

Quando uma onda eletromagnética plana penetra em um meio dissipativo, as
amplitudes dos campos passam a diminuir exponencialmente com a distancia
percorrida. A Figura 4.8 mostra a distribuicAo de campo elétrico em uma onda
atenuada a partir da origem do sistema de coordenadas. De acordo com (4.92) a

amplitude do campo elétrico é dada por:
(4.126) ey =g e *?
onde z € a distancia percorrida dentro do meio dissipativo e e, é a amplitude na

origem. Define-se a profundidade de penetragdo 6 no meio como sendo a

distancia percorrida por qualgquer frente de onda até a posi¢cdo onde a amplitude é

-1

igual a e, (8)=e,e ~, 0 que significa uma atenuagdo de cerca de 63% em

relacdo a origem. Pela equacéo (4.126) vemos que a profundidade de penetracéo
é igual ao inverso da constante de atenuacéo.

(4.127) 5-2
o

Portanto, 6 depende da condutividade do meio e da frequéncia da onda. Na

condicdo o << we, usando (4.111), podemos escrever ¢ na forma:
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(4.128) s=2 |
A

e para ¢ >> we, usando (4.114), temos:

(4.129) 5= |2
OuUG

As Tabelas 4.3 e 4.4 a seguir resumem as equacfes que definem as
caracteristicas de propagacédo de ondas planas em meios ilimitados e mostra a

dependéncia de alguns parametros com a frequéncia.

e(z,t) = e_% cos [Zn(;t_—— 72:)}

Figura 4.8 — Distribuicdo do campo elétrico em uma onda que penetra em um meio dissipativo em
quatro instantes de tempo. A origem z=0 corresponde a superficie de entrada no meio. A amplitude

do campo nesta posi¢ao € unitaria. d € a profundidade de penetracao.

Exemplo 4.2 — Vamos calcular os parametros de propagag¢do para uma onda
eletromagnética na agua salgada em trés frequéncias: 1KHz, 1IMHz e 100MHz e
comparar com o0s Vvalores correspondentes para o vacuo. Consideraremos

c=1S/m, ¢ =81 e u, =1 , independentemente da freqiiéncia. O calculo de
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cada parametro € uma aplicacdo direta das formulas desenvolvidas nas duas
Ultimas secdes. A Tabela 4.5 mostra os resultados obtidos. As principais
diferencas que se observa sao:

1) No vacuo, a constante de atenuacdo € nula em qualquer freqiéncia. Na
agua salgada, a € nao nula e aumenta com a freqiéncia.

2) A velocidade de fase no vacuo € independente da freqiéncia. Na agua
salgada a velocidade de fase é muito menor que no vacuo, mas aumenta
com a frequéncia.

3) A impedancia do vacuo é real e independente da freqiiéncia. A impedancia
da agua é complexa, muito baixa em relacdo ao vacuo mas aumenta com a
frequéncia.

4) O comprimento de onda na agua € bem menor que no vacuo para as
frequéncias analisadas.

5) No véacuo, a onda percorre qualquer distancia sem atenuacédo. Na agua, a
profundidade de penetracao é finita e diminui com o aumento da frequéncia.
A profundidade 619, € a distancia percorrida pela onda até a posicao onde
sua amplitude é 1% do valor na superficie onde supostamente foi definida a

origem de posicao.

Energia Transportada pela Onda Eletromagnética

Vimos no Capitulo 3 que a energia fornecida pelas fontes na criacdo de
distribuicbes de carga, correntes e campos associados é armazenada no espago
com densidade dependente do quadrado da amplitude dos campos. Por outro
lado, no Apéndice 4.2 vemos que a energia € transportada em um sistema
eletromagnético como um fluxo de poténcia com uma densidade superficial dada
pelo vetor de Poynting. Em uma onda eletromagnética, o fluxo de poténcia ocorre
na direcdo e sentido de propagacdo da onda. Podemos dizer entdo que a
intensidade da onda, ou seja, a poténcia transportada por unidade de area na

frente de onda, € dada por:

(4.130) S=éxh
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Além disso, o teorema de Poynting estabelece uma relacdo entre a taxa de

variacdo da densidade de energia armazenada Ww =W, +W,, a densidade de
poténcia dissipada pgiss € 0 divergente do vetor de Poynting que pode ser escrita

na forma (Figura 4.9):
- ow
(4.131) V-S=-Pyiss T

onde:

d_
(4.132) wo=[6-0d==¢le
0 2

b.
(4.133)  wp, =[h-8b==p
0

(4.134)  pgiss = |-€=0f€

Nestas trés ultimas equacdes, os termos apOs a primeira igualdade sdo as
expressdes gerais e 0s termos apds a segunda igualdade sdo as expressoes
validas para materiais lineares. Contudo, as equacdes (4.130) a (4.134) séo
relagdes instantaneas e freqientemente estamos mais interessados nos valores
médios da poténcia transportada, dissipada e armazenada. I1sso ocorre porque,
em altas frequiéncias, a medicao de valores instantaneos de energia ou poténcia é
dificil e de pouco valor prético, j& que os efeitos da absor¢cdo de energia
eletromagnética pelos materiais (como aumento da temperatura, aceleracdo de
reacfes quimicas, etc.) sdo processos muito mais lentos e que respondem ao

valor médio da poténcia absorvida.

O valor médio do vetor de Poynting é calculado a seguir. Como os campos € e h
sdo periodicos, podemos calcular os valores médios no intervalo de tempo

correspondente a um periodo T. Usando as equacbes (4.92) e (4.93) para o0s

campos da onda plana, obtemos o vetor de Poynting médio<§> pela expresséo:

T T
(4.135) (s)= %jé xhdt = eghge 2%?2 | cos(mt — Bz + 0 )COS(wt — BZ + O ) dt
0 0
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19,
a (We "‘Wm)

So

Pdiss

Figura 4.9 — Representacdo do teorema de Poynting. A poténcia §i por unidade de éarea flui para

dentro do volume. A poténcia S, flui para fora do volume. A diferenca entre os fluxos de poténcia

corresponde a poténcia dissipada mais a taxa de variagdo da energia eletromagnética armazenada

no volume.

Usando a identidade trigonométrica: cos(a)cos(b)= %cos(a +b)+ %cos(a -hb),

podemos reescrever (4.135) na forma:

T T
(4.136) (S) =%e0hoe_2“22 [ cos(2mt —2BZ + 0 + O ) At + [ COS(Ogg — Opo ) dt
0 0

A primeira integral é nula e a segunda é igual a Tcos¢. Assim, obtemos o vetor

de Poynting médio na forma:

(4.137)  (8) =%eohoe_20‘Z cos¢ z

215



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

O vetor de Poynting meédio expressa o valor médio temporal da densidade
superficial de poténcia transportada pela onda através de uma frente de onda na
direcdo e sentido de propagacdo. Calculemos agora a densidade média temporal
de energia armazenada nos campos elétrico e magnético da onda. Para a energia

elétrica, usando a equacéao (4.92) para o campo, temos:

171

2 4 _ €€
(4.138) (we)==[-ee“dt="""C
To2

202 . .2
e % [ cos(wt—Pz+0gp) dt
0

2

. . : . 1 1
Usando a identidade trigonométrica cos“ a :E+§COS 2a, e reconhecendo que a

integral no periodo T de cos(2wt + &) €é nula para qualquer & constante, obtemos a

densidade média temporal de energia elétrica na forma:
(4.139) (wg)= %seze_zo‘z

de modo analogo pode-se mostrar que a densidade média temporal de energia

magnética numa onda monocromatica € dada por:

(4.140) (W) =%uh§e‘2az

Tabela 4.3 — Caracteristicas das ondas planas em meios ilimitados

geral meio nao dissipativo
E-e,e e F2-0e0) g E=e, e P2 %
Forma fasorial dos campos
A=hy e 9% e~ IBz=0no) H=h, e P2y

8 =e e % cos(ot—Pz+0g) X | €= €oCOS(0t—p2)X
Forma temporal dos

h =h,cos(ot—pz) y

campos h= hy e~ cos(ot —Bz +6p) Y
. . 7 _ | Jou , \/E
Impedancia caracteristica 0 o+ jo o ;

Constante de propagagao v =+Jjou(c + jog) Y = Jjoype
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wMJ 2 22
Constante de atenuacéo o= 7 C +te —me a=0
2 2.2
1l Vo +0¢
Constante de fase B=ow /“g 1+ —— 1 = oJue
2 we B K
V= ® V= ! =
Velocidade de fase B B B /Mrgr /Hogo - n
2n c
| 2=t A=
Comprimento de onda B nf

Tabela 4.4 — dependéncia das caracteristicas de propagacéo com a frequéncia

geral o << me c >> M€
Constante de
_/(OM\/IZ 2.2 _O |u _ |opc
atenuac&o o= 7 G +tM® &€ —Oe O(:E g o T
2 2.2
1| Vo +0e
Constante de fase = oJus [1+= 1 ~
P : 2 o B=oyue gz |OHO
2
%
_ n
' 2, .22 v ve |29
Velocidade de fase 1 +0°¢e - =4 =
1+ X2 -1 o
0e
~ K _ |op
Impedancia jon Ro = " Ro = P
caracteristica Zo = o+ jos =Ry +1Xo s [
Xo 2o —\0 | Xo = |21
we V¢ o) 26
Profundidade de 5= 1 > e >
penetragao T = - E = E
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Finalmente devemos obter a poténcia média dissipada por unidade de volume:

(4.141)  (pgiss) = %:j;cez dt =%ce2e—2°°z

O teorema de conservacao de energia expresso em (4.131) evidentemente ndo se
aplica aos valores médios da energia e poténcias calculadas acima. A fim de obter
uma descri¢do equivalente ao teorema de Poynting valida para os valores médios,
devemos fazer um desenvolvimento semelhante ao que foi feito no Apéndice 4.2
para o teorema de Poynting, mas agora usando as equacoes fasoriais de Maxwell.
Iniciamos com a lei de faraday e com o conjugado complexo da equacao da lei de
Ampere:

(4.142) VxE=—-jopH

(4.143)  VxH* =(c—jos)E"
Agora, multiplicamos escalarmente (4.142) por H*e (4.143) por — E, obtendo:
~\ - - 2
(4.144) (VxE)-F* = —jop H-A* = —jop A
S\ = - 2
(4.145) - (V X H*)~ E=—(c-joe)E" -E=—(c-jos) ‘E‘
onde H =h,e % e ‘E‘ = e, e *. Somamos (4.144) e (4.145) para obter:

=)o A= ~12 -2 —12
(4.146) (VxE)-F _(VXH ).E:_G‘E‘ +ioe B -~ jou A

—

Usando agora a identidade vetorial V-(fx@):(fo)-Q—(Vx@)-f, podemos

reescrever esta equacao na forma:
S _12 12 ~12
(4.147) V~(E><H*)=—G‘E‘ “ize| L ‘H‘ —ig‘E‘
2 2
Multiplicando ambos os termos por % e definindo o vetor de Poynting complexo

pela expressao:

(4.148) S= %Ex H*

218



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

Tabela 4.5 — Comparacgéo entre as caracteristicas de propagacdo

no vacuo e na agua salgada ¢ =1S/m, g =81 € p, =1.

1KHz 1MHz 100MHz

Propriedade Vacuo agua Vacuo agua vacuo agua

a (Np/m) 0 0,0628 0 1,98 0 15,97

B (rad/m) 2,096x10° | 0,0628 | 0,021 1,99 2,096 24,71
v (m/s) 3x10° 1x10°> | 3x10° | 3,16x10° | 3x10° | 2,54x10’

A (m) 3x10° 100 300 3,16 3 0,254

& (m) % 15,9 o 0,50 0 0,063

8105 (M) % 73,3 0 2,32 0 0,288

R, (Q) 376,8 0,0628 | 376,8 1,99 376,8 22,53

Xo(Q) 0 0,0628 0 1,98 0 14,56

|Zo| @ 376,8 0,0889 | 376,8 2,81 376,8 26,83

¢ (rad) 0,785 0,783 0,574

¢ () 0 45 44,87 32,88

Obtemos a equacdo equivalente do teorema de Poynting na forma fasorial

envolvendo os valores médios da energia e das poténcias:

V-S= —<pdiss> -120 (<Wm> - <We> )

Esta equacdo € equivalente a (4.131). Contudo, existem conceitos novos em

(4.149)

(4.149), os quais nao foram ainda devidamente explorados. O vetor de Poynting

complexo, por exemplo, € uma quantidade complexa, ou seja, tem parte real e

parte imaginaria. Em (4.149) podemos, entdo, substituir S =S, +jS,. De acordo

com (4.149), as partes real (éa) e imaginéria (ér) do vetor de Poynting complexo

estdo associadas aos termos do lado direito por meio das equacgdes:

V-S, =—(Pdiss )
V'ér =-20 (<Wm>—<We> )

Vemos entdo que S,esta associado a dissipa¢do de poténcia no espaco. Este

(4.150)

(4.151)

termo, entdo, representa a densidade de fluxo de poténcia ativa transportada pela

onda. A equacao (4.150) nos mostra que se o meio é dissipativo, a onda perde
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poténcia ativa na forma de trabalho realizado sobre as particulas moveis

carregadas, o que implica em aquecimento do material e outros possiveis efeitos.
Por outro lado, S;esta associado & energia média armazenada no meio. Os
termos que aparecem no lado direito de (4.151) tém unidade de densidade

volumétrica de poténcia. Definimos a densidade de poténcia reativa pela

expressao:

(4.152)  p; =20 ((Wp)—(we))

A poténcia reativa é o valor médio da taxa de variacdo da energia armazenada no
meio. Ela tem duas contribuicbes, a poténcia reativa elétrica e a poténcia reativa
magnética, cujas densidades volumétricas sdo dadas por:

(4.153)  pre =—20(We)
(4.154)  prm =20 (Wp)

A poténcia reativa pode ser negativa, se prevalece a energia elétrica, pode ser
positiva, se prevalece a energia magnética, ou pode ser nula, se ambas sdo

iguais. A condicdo de poténcia reativa nula sempre ocorre para ondas planas se

propagando em meios sem perdas, pois nesse caso (Wp)=(We), cOmo se pode

deduzir facilmente substituindo-se (4.105) em (4.139) e (4.140).

Finalmente, podemos demonstrar que a parte real do vetor de Poynting complexo
€ igual ao valor médio temporal do vetor de Poynting no dominio do tempo. Esta
verificacdo é facilmente obtida, substituindo-se os fasores de campo dados por
(4.90) e (4.91) em (4.148):

S— %eo 092 o=i(Bz-6e0) 5 [ho o0z (;’,—J'(ﬁz—gho)y]’K

= Eeoh0 e~202gi(Peo ~Oho) (xxy)= %eoh0 e 202gl0 7

As partes real e imaginaria do vetor de Poynting complexo séo, entao:

(4.155)

(4.156) S, = %eoh0 e ?%2cos¢ 2

(4.157) S, :%eoh0 e ?%Zsen¢ 2
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Entdo, o teorema de Poynting para ondas monocromaticas no dominio da

freqUéncia pode ser expresso pelas seguintes leis de conservacao:

(4.158) v'Sq=—p=—<pdiss>_j2(0(<Wm>_<We>)

(4159)  V-Sg =-Pa = —~(Paiss)

onde p=p4+jp, € a densidade volumétrica de poténcia meédia total, que tem
como parte real, a densidade de poténcia ativa (poténcia dissipada) e como parte
imaginaria a densidade de poténcia reativa (variacdo no tempo da energia
armazenada). As expressdes acima se referem a meios passivos, ou seja, onde
ndo existem fontes. Se 0 volume analisado contém fontes de energia

eletromagnética, entdo as parcelas correspondentes de poténcia devem ser

adicionadas aos segundos termos nessas equacdes, ou seja:

(4.161) V-S=pg-p

(4.162) V-S, =Psa - Pa

(4.163)  V-S; =pg —py

onde pg =psa + j Psr € @ densidade de poténcia fornecida pelas fontes. A Tabela

4.6 resume as relacbes de energia estudadas nesta secédo. Observe que em um
meio nao dissipativo, tanto a densidade de poténcia ativa quanto reativa sao nulas

(pois c=0 e (wp)=(We)) e, portanto, o teorema de Poynting resulta em

V-S=0.
Tabela 4.6 — Relagdes de energia para a onda eletromagnética
Teorema de Poynting N oW
- V-S=-pg-——-
no dominio do tempo ot
Vetor de Poynting . 1 _ _
. (3) ==eohoe * cos¢
médio 2
Densidade média de 1 _
o (We)="cede 2
energia elétrica 4
Densidade média de 1 2 o4z
energi et <Wm>=—uh0e
gia magnética 4
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Densidade média de

poténcia dissipada

<pdiss> = %Ge

2

e—20cz

Vetor de Poynting - 1= = - -
Complexo 2
Teorema de Poynting V.S = _<pdiss> —j20 (<Wm > _ <We> )
fasorial
Densidade de Poténcia 1 2 o4z
ativa Pa = <pdiss> = EGeoe
Pr =Pre +Prm
Densidade de Poténcia Pre =20 (We)
reativa
Prm =20 <Wm >
Densidade de Poténcia P=pPa+ip
total
V-S=ps-p
Principio de conservacao v.&
de energia eletromagnética . _ a =Psa~Pa
V-S; =Psr Pr

Exemplo 4.3 — A amplitude do campo elétrico na superficie plana de um volume

condutor semi-infinito foi medida como sendo 1 V/m e sua frequiéncia era 30 MHz.

Vamos calcular a poténcia total ativa e reativa absorvida pelo material por unidade

de area da superficie plana. Consideraremos que 0 meio tem 0s seguintes valores

das constantes eletromagnéticas: 0=1x10" S/m, =1 e x=1. Uma vez que ¢ >> o¢

podemos aplicar a aproximacao para bons condutores:

(Ex.7) a§‘/®20z34.4l4 Np/ m

(Ex.8) [Zo|= ,/% ~4,87x10 730

T
4.125 = —
( ) ¢ 2
A amplitude do campo magnético na superficie é:
(Ex.9) hy =0 ~205A/m
[Zo
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A poténcia ativa por unidade de area é dada pela integral da densidade de

a 1 - . f
poténcia p, = <pdiss> :Eceze 292 em um volume no qual a area da superficie é

unitaria e o comprimento € infinito na direcdo z. o elemento de volume neste caso
é dv =dz. temos entéo:

P, % 1 5 1 oel 2
(Ex.10) —2 - = |(pgiss)dz=|=cefe “* dz=="—"S~726 W /m
diss 5 -0 4
1
0

7 =
m 0 o

De modo analogo vamos calcular poténcia reativa por unidade de area pela

integral da densidade de poténcia p, :Zco(<wm>—<we>) no volume de area

unitaria.

(Ex.11)

Pr 20 ] W) 2 - 20 () d2 = 20] - uhe 27 dz 20 LseZe 207 dz
1m? 0 ; 0 ) o4 ° o4 °

=2 (uh? —ee2)~723W / m?
4o

Evidentemente, ndo € por coincidéncia que as poténcias ativa e reativa no meio
sejam praticamente iguais. Acontece que o fluxo de poténcia para o interior do
volume condutor tem partes real e imaginaria praticamente iguais, em virtude do
angulo polar da impedancia caracteristica do meio ser aproximadamente 45°.
Poderiamos ter obtido os mesmos resultados simplesmente calculando as
componentes real e imaginaria do vetor de Poynting complexo na superficie. De
acordo com (4.156) e (4.157), obteriamos:

(Ex.12) S,(z=0) =%e0 hoCosp Z~725W [/ m?zZ

(Ex.13) S, (z :0)=%e0 hosend z~725W /m?z

Os valores nao coincidem exatamente com os calculados anteriormente em
virtude das aproximagfes no célculo de h, e ¢. Estes resultados ilustram muito
bem o principio de conservacdo de energia expresso no teorema de Poynting. A

poténcia ativa dissipada no volume € exatamente a mesma poténcia que esta
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fluindo para dentro do volume através de sua superficie. O mesmo acontece com

a poténcia reativa.

Exemplo 4.4 — A Figura 4.10 mostra uma fonte submersa no mar a uma
profundidade R que esta irradiando isotropicamente com poténcia ativa Ps, na
frequéncia f,. Vamos calcular a intensidade do sinal na superficie. Neste caso, a
frente de onda nao é plana, e sim esférica. A poténcia gerada se espalha através
de uma superficie esférica centrada na fonte com densidade uniforme. Se o0 meio
fosse nao dissipativo, o vetor de Poynting teria apenas parte real e seu maédulo
seria dado por:

Psa
Anr?

(Ex.14) ‘éa‘ -

Entédo, desconsiderando inicialmente a dissipa¢do de poténcia na agua, podemos

utilizar (4.156) com o =0 para calcular a intensidade do campo elétrico gerado:

~ _li _ Psa _1 %
(Ex.15) \Sa\—2|zo|c08¢—4m2 ~ o ‘r\/;

Ou seja, devido ao espalhamento da energia, 0 campo elétrico tende a diminuir
com o inverso da distancia até a fonte. Contudo, como a onda se propaga em um
meio condutor, os campos sofrem uma atenuacdo adicional devido a dissipacao
de poténcia. A densidade de poténcia dissipada é dada por (4.141). Assim, temos:

G|ZO| e—20cr

1 _
(Ex.16) <pdiss > = Ecege 2or _ Psa

A intensidade do sinal irradiado na superficie se relaciona com a poténcia gerada
pela fonte Ps; e com a poténcia dissipada no volume esférico correspondente a
profundidade R, através do teorema de Poynting. Em virtude do teorema de
Gauss, o fluxo de poténcia ativa para fora da superficie esférica de raio R centrada

na fonte pode ser calculado por:

(Ex.17) §§S,-nds=[[JV-S,dv
S Vv
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superficie
———————————————————————————————— o '"“%: T T T T T T T T T T T T T T T T e
Ssup
R
AN | e
-«— (O] —
Psa

Figura 4.10 — Uma fonte submersa irradia isotropicamente a poténcia Ps,. No exemplo 4.4 calcula-
se a intensidade do sinal que alcanca a superficie. A intensidade é calculada imediatamente

abaixo da superficie.

Substituindo V-§a de acordo com (4.162), obtemos:
(Ex.18) ﬁéa -nds = [[[psadv _m<pdiss >dV
S v v
Mas, supondo que a irradiacdo é isotropica, o vetor de Poynting € radial e

uniforme na superficie esférica. Assim, temos:

(Ex.19) §§S, -nds =4nR?S,
S

A primeira integral no lado direito de (Ex.18) € simplesmente a poténcia total

fornecida pela fonte, Psy. A segunda integral pode ser calculada, substituindo-se

(Ex.16) e usando o elemento de volume dv = 4nr?dr . Assim fazendo, obtemos:
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R o|Z R
[I1(Pdiss )dv = (I)(pdiss>4ﬂf2dr = CL o| Py [ €72% dr

(Ex.20) |Sz¢| 0
Gl4o -2aR
=70 p_(1-
20.COS § sal-e )
GiZo|

Pode-se mostrar que o coeficiente nesta equacao é identicamente

20.COS ¢

unitario. Assim, temos:

(Ex.21)  J]](Pdiss )AV = Psa(1—€ 2R )
V

Levando os resultados anteriores na equacéao (Ex.18), obtemos:
(Ex.22) 4nR2S, =P, e 2R
ou seja, a intensidade do sinal na superficie é dada por:
(Ex23)  Sgup =Laze—2°‘R

47R
Para a agua do mar, c=4S/m e g =81. Com estes valores, em 1MHz por
exemplo, temos o *4Np/ m. Para uma fonte submersa a 10 m de profundidade
gerando 1KW de poténcia, a densidade de poténcia na superficie é infima,
significando que toda a poténcia gerada pela fonte é dissipada na agua. A fim de
obter alguma intensidade perceptivel na superficie, € necessério usar frequéncias
bem mais baixas. Por exemplo, em 1KHz o coeficiente de Atenuacdo €
~0.126 Np/m e a intensidade dada por (Ex.23) é ~ 64 mW/m? Neste célculo
consideramos que a onda se propaga como uma onda transversal isotropica
mesmo nas proximidades da fonte. Estas sdo condicbes que ndo ocorrem com
irradiadores reais. Mesmo assim, o exemplo € uma boa ilustracdo do principio de

conservacgao de energia expresso no teorema de Poynting.

Polarizacdo da onda eletromagnética

Polarizacdo de uma onda eletromagnética € um termo usado para definir a
orientacao espacial dos vetores de campo. Uma onda plana, como se sabe, tem
seus vetores localizados sempre em planos perpendiculares a direcdo de
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propagacdo, chamados de frentes de onda. Mas, a direcao dos vetores de campo
na frente de onda ndo é Unica e, assim, existem algumas possibilidades de
polarizacéo diferentes, conforme mostra a Figura 4.11. A polarizagdo de uma onda
eletromagnética é especificada pela direcdo de seu vetor de campo elétrico.
Quando os campos estdo orientados todo o tempo em uma Unica direcéo,
chamamos de polarizacdo linear. Em virtude das referéncias usuais com as
direcBes vertical e horizontal em sistemas de transmissdo por ondas de radio, é
muito comum encontrarmos as especificagcdes de onda com polarizagéo vertical,
guando o campo elétrico esta sempre orientado na direcéo vertical ou, onda com
polarizagdo horizontal, se 0o campo elétrico estd orientado sempre na direcéo
horizontal. Ambos os casos referem-se a polarizacao linear. Quando os vetores de
campo mudam ciclicamente de direcdo na frente de onda, temos o caso geral de
polarizacéo eliptica. Um caso particular muito importante da polarizacéo eliptica €
a polarizacao circular, no qual o vetor de campo elétrico tem sempre 0 mesmo
mobdulo, mas sua dire¢do gira com velocidade angular igual a freqiiéncia angular
da onda e com sentido horério ou anti-horario no plano da frente de onda.

Um caso geral de polarizacdo linear € descrito quando duas ondas de mesma
freqiéncia e mesma fase se superpdfem em quadratura, ou seja, seus vetores de
campo elétrico sdo perpendiculares entre si. Sejam entdo, as duas ondas se
propagando na direcao z, descritas por seus vetores de campo elétrico na forma:
(4.164) e, =ey,cos(wt—PBz)x

(4.165) ey =ey,cos(ot-Ppz)y

A onda resultante é entdo descrita por:

(4.166) € =(exo X +€yg Y)COS(wt —B2)

O vetor campo elétrico esta orientado sempre na direcdo que faz um angulo 6 com

0 eixo X, dado por:
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ey X X
Yy ~_
Cy |l Polarizagéo circular
Polarizacao linear \
/ex X
Polarizacao eliptica

Figura 4.11 — Tipos de polarizacdo da onda eletromagnética.

e
(4.167) 6=arc tg[ﬂJ

€xo

Se as ondas que se superpdem em quadratura estiverem defasadas, o vetor
resultante ndo tera uma direcdo Unica e a polarizacdo nao sera mais linear. No
caso geral a polarizacdo sera eliptica. Podemos descrever a trajetoria do vetor
campo elétrico pelo lugar geométrico da sua extremidade em relacdo a origem em
um sistema de coordenadas no plano da frente de onda. Considerando que o
campo na direcdo y esta adiantado 6 radianos em relacdo ao campo na direcao X,
temos:

(4.168) ey =ey,cos(ot—Bz+38)y

Expandindo a funcdo monocromatica usando uma identidade trigonométrica ,

teremos:
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e
(4.169) A cos(mt —Bz)cosd — sen(wt — z)send
e
yo

Podemos escrever cos(ot—pz) e sen(ot—pz) como funcdes do campo na

direcéo x:
cos(ot—Bz) = Sx
X0
(4.170) 5
sen(ot-pz)=_[1- eTX
€xo

Substituindo essas relacfes em (4.169) e manipulando algebricamente a fim de

eliminar o radical que aparece em (4.170), obtemos:
(4.171) ae§ +be§ —ceyey =1

Onde os coeficientes a, b e ¢ sdo dados por:

a=__ L+

e§0 sen?§

(4.172) b= 2—12
eyo Sen”d

2 COSo

€xo0 €yo sen?s

A equacao (4.171) é uma representacao geral de uma elipse no plano dos vetores

- - - T 1 1
ortogonais €y e €y . No caso especifico em que & = = temos: a=——, b=—
€xo €yo

e ¢c=0. Nesse caso, a equacao (4.171) pode ser escrita na seguinte forma:

2 2
e e
@4.173) X+ =1
2 2
€xo ©€yo

Que € uma elipse com seus eixos coincidindo com as direcbes x e y. Se

€xo > €yo, O eixo maior da elipse sera 2e,,e estara orientado na direcéo X,
enguanto o eixo menor sera 2ey, e estara orientado na direcao y. Se ey, =€y,

os dois eixos serdo iguais e teremos o caso particular da polarizacéo circular. O

sinal do angulo de defasagem determina o sentido de rotacdo do vetor campo
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elétrico total da onda (Figura 4.12). Para 6 >0 o campo gira no sentido horario

(polarizacao circular esquerda) para um observador que vé a frente de onda se

aproximar. Para 6<0 o campo gira no sentido anti-horéario (polarizagéo circular

direita).
y e e
P -~ ‘\ X y
4 e _________
Sy i\
Py
1 :
I i \I Y/ y/ / /
; I
\ ex,’ X t
N ,
SO P
8:—7/2 Polarizacdo circular direita
/X' T ey eX
A B
I Py
I E 1 y y/ / /
T —1
\ ex’ X
\ 4
\ /
~ 7/

”

o= 7/2 Polarizagao circular esquerda

—

Figura 4.12 — Campos de mesma amplitude e defasados de +90° resultam na polarizacao circular.

Se a defasagem entre os campos ortogonais € diferente de +90° a elipse tera

seus eixos ndo coincidindo com as diregbes dos campos €, e éy. Alguns

exemplos sdo dados na Figura 4.13.

Exemplo 4.5

— A intensidade de uma onda polarizada circularmente é o dobro da

intensidade de uma onda polarizada linearmente de mesma amplitude. Vejamos

porque. Nos

dois casos, o campo elétrico pode ser descrito como sendo o
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resultado da superposicdo dos campos ortogonais de duas ondas planas. A
intensidade da onda resultante é igual a soma das intensidades das componentes.
Em um meio nao dissipativo, temos:

2
(8) = 1eg, 1850

(Ex.24) S R L]
2(2o] 2z,

Figura 4.13 — Casos de polarizacao eliptica com campos de mesma amplitude.

Para uma onda circularmente polarizada, eyo =€y, =€4, onde e, € o modulo do

campo elétrico resultante. Assim, a intensidade da onda circularmente polarizada

€ dada por:
L el
(Ex.25) (s)= ﬁ
(0]
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Contudo, para uma onda linearmente polarizada, temos eg = e)z(0 +e§o, onde e, €

a amplitude do campo resultante. Levando isso em (Ex.24), obtemos:

(Ex.26)

<§>:£e)2(0 +e§0 :i ecz,

2 [Zo| 2z,
Essa diferenca surge do fato do campo elétrico resultante na onda circularmente
polarizada ndo variar em modulo, mas apenas em direcdo e sentido. Com isso a
poténcia instantdnea irradiada € constante. No caso de polarizacédo linear, o
campo elétrico resultante tem seu médulo variando harmonicamente, e por isso, 0

valor médio da poténcia irradiada tem o fator 2 que corresponde ao valor médio

de cosz(mt) em um periodo da onda.

Exemplo 4.6 — Uma onda linearmente polarizada penetra em um meio dissipativo
anisotropico no qual a constante de atenuacao, a constante de fase ou ambas tem
valores diferentes dependendo da direcdo do campo elétrico. Vamos analisar o
efeito da anisotropia na polarizacdo da onda. Consideremos inicialmente dois

valores da constante de atenuagao, oy € oy para os campos nas direcdes x ey,

respectivamente. Cada componente é atenuada de uma maneira diferente. Se a

amplitude da onda incidente é e, e o seu plano de polarizagéo forma um angulo

6, com a dire¢ao x, temos:
(Ex.27) |€x|=eo cOS(0,) €7*+*

(Ex.28) ‘éy‘ =e, sen(f,) e *»?

Assim, apés um deslocamento z nesse meio, o plano de polarizacdo tera

rotacionado para uma nova posi¢cao dada por:

(Ex.29) 6=arctg % =arctg [tg(eo) e((lx—ocy )z}
X

Assim, se ay >ay, 0 plano de polarizacado gira para a posicao do plano yz. Por

outro lado, se ay <ay, 0 plano de polarizacao gira para a posicao do plano xz.
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Com isso, € possivel obter uma certa polarizacdo conhecida para uma onda cuja
polarizagdo ndo seja conhecida, a principio. Além disso, como a andlise se aplica
também a ondas circularmente polarizadas, concluimos que é possivel converter a
polarizacdo de circular para linear se a distancia z percorrida € suficiente para
atenuar completamente uma das componentes.

Consideremos agora o efeito na polarizacéo se a anisotropia afeta a constante de

fase. Chamando as constantes de fase de By e By, nas direcdes x e vy,

respectivamente, as componentes da onda podem ser escritas na forma:

(Ex.30) €y =eyq cos(ot —Byz) X
(Ex.31) ey =eqy cos[oat —sz+(ﬁx —By)zJ y
vemos que a componente y do campo elétrico sofre um defasamento proporcional

ao deslocamento da onda, dado por: & = (BX —By )z. Como consequéncia, a onda

linearmente polarizada € convertida em elipticamente polarizada.

Reflexdao e Transmissao em Interfaces

Até aqui utilizamos o conceito de meio ilimitado e homogéneo para estudar a
propagacdo de ondas eletromagnéticas planas. Contudo, essa situacéo € irreal,
pois qualquer meio € necessariamente limitado em extensdo ou apresenta, dentro
de algum volume suficientemente grande, variacdes das propriedades
condutividade, permissividade e permeabilidade em uma ou mais direcdes. Nesta
secdo, vamos deixar a idealizacdo de meio ilimitado e homogéneo para estudar os
efeitos da variacdo abrupta da impedancia caracteristica em uma certa regido do
espaco. Devido a variacdo abrupta, podemos caracterizar com precisdo a
existéncia de wuma interface entre dois materiais com propriedades
eletromagnéticas distintas. A fim de simplificar a analise matematica,
consideraremos somente interfaces planas. Consideremos o esquema mostrado
na Figura 4.14. Uma onda eletromagnética gerada no meio 1 propaga-se até a
interface com o meio 2. Ao incidir na interface, dois processos ocorrem: uma parte
da onda incidente retorna ao meio 1 e outra parte se transmite para o meio 2.

Surge entdo uma onda refletida e uma onda transmitida. E nosso objetivo nesta
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secdo calcular as intensidades e direcdes de propagacdo dessas ondas e

relacionar isso com as caracteristicas da onda incidente.

meiol (oj,&j, 1) meio2 (Gt,St,},lt)

Onda refletida

Onda transmitida

Onda incidente

Figura 4.14 — A incidéncia de uma onda eletromagnética em uma interface entre dois meios com

propriedades diferentes gera uma onda refletida e uma onda transmitida.

Definimos o plano de incidéncia como sendo o plano que contém o vetor de onda
incidente e o vetor normal & interface. Como mostram as Figuras 4.15 e 4.16,
existem duas situacdes especiais de polarizacdo da onda incidente em relagdo ao
plano de incidéncia. Chamamos de polarizagdo paralela, se 0o campo elétrico
incidente esta contido no plano de incidéncia e polarizacdo perpendicular se o
campo elétrico é perpendicular ao plano de incidéncia. Qualquer outra polarizacdo
da onda incidente pode ser descrita por uma combinacdo adequada de uma onda

polarizada paralelamente com outra onda polarizada perpendicularmente. Como
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as intensidades das ondas refletida e transmitida dependem da polarizacdo da

onda incidente, consideraremos esses dois casos especiais separadamente.

meiol (Gi,Si,Hi) meio2 (Gt’gt’ut)

N

Figura 4.15 - incidéncia com polarizacdo perpendicular. Os vetores de campo elétrico séo

perpendiculares ao plano definido por Ri e N e sdo identificados por ().

Incidéncia com polarizacao perpendicular

Consideremos inicialmente a situacdo em que a onda incidente (e
consequentemente as ondas refletida e transmitida também) tem seu vetor campo
elétrico perpendicular ao plano de incidéncia (Figura 4.15). Isso significa que o
campo elétrico € paralelo a interface. No Apéndice 3.5 demonstra-se que as
componentes paralelas dos campos elétrico e magnético sdo continuas através de
qualquer interface entre dois meios com diferentes propriedades eletromagnéticas

e desprovidas de correntes superficiais. Podemos entéo aplicar essa condi¢do de
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continuidade a fim de obter relacbes entre os campos em ambos os lados da

interface.

meiol (oj,¢&;, L) meio 2 (o¢,&¢, Mt)

Kt

Figura 4.16 — Incidéncia com polarizacao paralela. Os vetores de campo elétrico estao contidos no

plano definido por Ri e N. Os vetores de campo magnético sdo identificados por ® nas ondas

incidente e transmitida e por (e ) na onda refletida.

No caso da polarizacéo perpendicular, de acordo com essa condicdo de contorno,
os fasores de campo correspondentes das trés ondas se relacionam por meio das
seguintes equacoes:

E; +E, =E;
(4.174)

H; cos6; —H, cos0, =H; cos6;
onde os indices identificam os campos das ondas ‘incidente’, ‘refletida’ e

‘transmitida’ e os angulos de incidéncia (6;), de reflexdo (6,) e de transmisséao (6;)
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sdo medidos em relacdo a direcdo normal a interface. Os campos sédo descritos
por equacBes semelhantes a (4.71) e (4.72), porém como as direcbes de
propagacdo sao diferentes para cada onda mas a referéncia de posicao deve ser
a mesma, € adequado usar uma descricdo mais geral através do vetor de onda.

Assim , temos:

m
[
m

.
ml

2
=l

(4.175)

l
|
2
=i

(4.176) H, =Hy e

=l

(4.177) Er=E, e Kr

|
|
~
£
=i

(4.178) H, =H e

m
I
ub
=1
@
x
=l

(4.179)

(4.180) Hy =Ag e <t

Contudo, as condicbes de contorno especificadas em (4.174) devem ser validas
em qualquer ponto da interface e em todos os instantes de tempo. Por exemplo,
se o vetor de posicdo para um ponto na interface sofrer um deslocamento paralelo

a interface, a equacao (4.175) muda da seguinte maneira:

(4.181)  E(F + AF) =B e Ki(T+a1) _E (7) g Ki-aT

e assim também os outros campos se transformam. Para que as equacdes (4.174)
continuem validas para essa nova posicdo, € necessario que o fator e_R'AF seja
igual para todas as ondas, e isso implica em que as proje¢des dos trés vetores de
onda no plano da interface sejam iguais. Isto nos leva a seguinte relacéo:

(4.182) K;sen®; =K, senf, =K, senb;

Como vimos anteriormente, o0 modulo do vetor de onda € igual a constante de
propagacéo no meio. Assim, temos K; =K, e a primeira igualdade em (4.182) nos
leva a concluir que:

(4.183) 0, =0,
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ou seja, o angulo de reflexdo é igual ao angulo de incidéncia. Esta conclusdo é
conhecida como lei de Snell para a reflexdo. Podemos escrever a segunda
igualdade na forma:

(4.184)  yjsen6; =y senob

Sendoy uma quantidade complexa, esta equacao tem uma interpretacdo simples

apenas se 0s materiais envolvidos forem nédo dissipativos. Neste caso, usando a

equacao (4.94) em (4.184), obtemos:

(4.185)  /ujej senB; =4/iter SENO;

ou, na forma mais comum, usando os indices de refracdo dos materiais
envolvidos:

(4.186) njsenb; =n;senob

Esta equacdo € denominada de lei de Snell para a refracdo. A refracdo € o
processo de mudanca de direcdo de propagacdo da onda quando ela passa de
um meio para outro com propriedades diferentes. De acordo com esta equacao,

se n; >n; temos 0; < 6;, e a onda se transmite em uma dire¢do mais proxima da

normal a interface. Esta € a situacdo que ocorre na interface entre o ar (nz1) e a
agua (n=z9) se a onda incide a partir do ar. Se a onda incide a partir da agua, por
outro lado, temos a situagéo inversa e a onda se transmite numa direcdo mais
afastada da normal.

Se um dos meios envolvidos na interface € dissipativo (ou ambos), a equacéo
(4.186) nao é vélida, mas (4.184) continua valida. Entretanto, a anélise neste caso
nao é mais tao simples e sera deixada para o final desta secéo.

Continuaremos considerando ambos o0s meios como dielétricos perfeitos.
Podemos resolver agora as equacOes (4.174) para obter relacbes entre as
amplitudes das ondas. Utilizando a impedéancia de cada meio, podemos substituir
0S campos magnéticos por expressdes dependentes do campo elétrico em cada
onda, ou seja:

(4.187) H; :Ei/Zi , H =E,/Z; , H; :Et/Zt

Assim, obtemos o seguinte sistema de equacdes com duas variaveis a determinar:
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Eoi +Eor =Eot
(4.188) COS 6 coso
(Eoi —Eor) 7 - =Eot 7 t
I t

cujas solucdes para as amplitudes Eq, e Ey; séo:

Z; c0s0; — Z;j cos 0y

4.189 Eqr = Egi
( ) For =Fai Z,c0s6; + Z; cos 0

27 COs0;

4.190) Eqt =Ey;
( ) ot o Z;cos0; +Z;cos6;

Definem-se os coeficientes de reflexdo e de transmisséao da interface segunda as
equacoes:

(4.191) r= Eor/Eoi

(4.192) t=Eu/Ey

De acordo com as equacbes (4.189) e (4.190), na polarizagcado perpendicular,
esses coeficientes sdo dados por:

_ Zycos0; —Zjcos O

4193) r| =
( ) o Z{ C0S0; + Z;j cos 0;

2Z; coso;

4.194) t, =
( ) + Z;cos0; +Z;cos6;

No caso de incidéncia normal, 0; =0, =0, esses coeficientes se simplificam para:

Ly —Z;
4195) r, =ZSt”4i
( ) 2
27,
4196) t, =
( ) UL Zi+Z,

Para interfaces envolvendo meios dielétricos perfeitos, os coeficientes de reflexado
e de transmissdo sao numeros reais e independentes da frequéncia, desde que
ndo ocorra reflexdo total, o que sera tratado no final desta secdo. Note que o
coeficiente de reflexdo pode ser negativo, indicando uma diferenca de fase de =«
radianos da onda refletida em relacdo a onda incidente. Note também que na
polarizacéo perpendicular vale a seguinte relacdo entre os coeficientes:

(4.197) r; +1=t;

239



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

Quando aplicados em problemas da Optica € mais conveniente expressar r e t

como funcdes dos indices de refracdo dos meios envolvidos. Substituindo

1 . a . . S
Z=\p/e == Ho para as impedancias dos dois meios se forem materiais nédo
n\ e

magnéticos, e usando a lei de Snell (4.186) para a substituir cos6; em (4.193) e

(4.194), obtemos:

L N2 2n
4198 1, -2 J(n/m P —sen,

cos 0, + \/(nt/ni)2 —sen?o;
2c0s6;

(4.199) t, =
cos6; +\/(nt/ni)2 —sen20,

Incidéncia com polarizacao paralela
Consideremos agora o caso de polarizacéo paralela ao plano de incidéncia (Figura
4.16). Nesta situacdo os campos elétricos das ondas estdo contidos no plano de
incidéncia e os campos magnéticos sdo paralelos a interface. As condi¢des de
contorno agora sao escritas na seguinte forma:
(4.200) Eqjcos0; + Eg cosO, = E; cOSO¢

Hoi —Hor =Hot
Novamente substituindo o campo magnético em funcdo do campo elétrico para
cada onda e resolvendo o sistema de equacdes, obtemos as amplitudes dos
campos elétricos das ondas refletida e transmitida na forma a seguir:
Z; cos0; —Z;cosb;

4.201 Eqr = Epi
( ) Eor =Fai Z,c0S 0 + Z; COS 6;

27 COs0;

4.202) Egqr =Eg;
( ) or o Z{C0s0; +Zjcos0;

Vemos entdo, que os coeficientes de reflexdo e de transmisséo para polarizacao
paralela sdo dados por:

_ ZyCcosOy — Z;cosb;

- Z;cos0; +Z;cos0;

(4.203) I'”
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27 COs0;

4.204) t =
( ) I Z{C0s0; +Z;Cos0;

No caso de incidéncia normal, esses coeficientes se simplificam para:

Zi—Z;
(4.205) I’” = 1 !
Zt + ZI

2Z

(4.206) ) =——1
Zt + Z|

Comparando (4.195) e (4.196) com (4.205) e (4.206) vemos que para incidéncia
normal t; =t e f=r..
Como funcgdes explicitas dos indices de refracdo, os coeficientes de transmisséo e

reflexdo para polarizagdo paralela na interface entre dois dielétricos né&o
magnéticos, sdo dados por:

\/(nt/ni )? —sen?0; —(n; /n;)? coso;

\/(nt/ni)2 —sen?0; +(ny/n;)? cos o

(4.207) I'” =

2(n¢ /n;j)cos6;

(4.208) ty =
: \/(nt/ni)z —sen?0; +(n;/n;)? coso;

As Figuras 4.17 e 4.18 mostram a dependéncia do coeficiente de reflexdo com o
indice de refracdo e com o angulo de incidéncia para uma interface envolvendo

meios dielétricos nas polarizacdes perpendicular e paralela.

Exemplo 4.7 — Quando uma onda incide em uma interface, a poténcia que ela
transporta se distribui nas ondas refletida e transmitida. No caso de incidéncia
perpendicular, é possivel estabelecer relacdes entre os coeficientes de reflexdo e
transmissdo para que o principio de conservacdo de energia expresso no teorema
de Poynting seja satisfeito. Consideraremos nesta analise, apenas 0 caso
especifico, mas importante, de uma interface entre um dielétrico perfeito e um
Condutor. Uma vez que estamos considerando apenas a incidéncia perpendicular,
escolhemos o eixo z nesta direcdo, tendo sua origem na interface e no mesmo

sentido de propagacao da onda incidente. Desse modo, 0os campos elétricos e
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Figura 4.17 — Coeficiente de reflexdo na incidéncia com polarizagdo linear perpendicular em
funcéo do angulo de incidéncia para diversos valores do quociente entre n; e n;.
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Figura 4.18 — Coeficiente de reflexdo na incidéncia com polarizacéo linear paralela em funcéo do
angulo de incidéncia para diversos valores do quociente entre n, e n;.
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magnéticos das ondas incidente, refletida e transmitida sdo descritos pelos
fasores:

Ej =Eq e PZx

E, =rEgelP?x

E{ =tEqy e *Ze P2 x

. By g
Ex32) H=—te P2y
ZO

I

_rE—OIeJBoZ \/

r Z, y

Hy _Eoi o-aze-ip.2 y
ZC

Onde Z, é impedancia do dielétrico e Z; do condutor. De modo analogo, £ e S
sdo as constantes de fase no dielétrico e no condutor, respectivamente.
Consideramos que a onda incide pelo dielétrico. Note que incluimos um sinal
negativo no campo magnético refletido para levar em conta o fato do vetor de
Poynting refletido apontar no sentido —z. No lado de incidéncia, ocorre
superposi¢cao dos campos das ondas incidente e refletida. Os campos resultantes
sao dados por:

E =E, (e‘jBZ +relP? ))?

Eoi

H= Z(e_mz— re )37

(Ex.33)

O vetor de Poynting resultante associado a esses campos €, portanto:

_ L E2 [ . . . N
(Ex34) S =IExH :li(e—JBzHeJBZ)(eJBZ_r e—JBZ)Z
2 2 Z,

Efetuando as multiplicagGes e simplificando a expressao, teremos:

1E_§i[(1—|r|2)+(r el27 _r* o 122 2

Ex.35) S;=-—
( ) =22,

Substituindo r = |r|e16e usando a identidade sen0 :%(eje —e‘je), obtemos:
J

= 1 EZ 2\ - -
(Ex.36) S; :EZ—O'[(l—|r| )+12|r|sen(282+8)]z
(6]
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Com isso, vemos que do lado de incidéncia, existe poténcia ativa e reativa
alcancando a interface. Essas parcelas séo obtidas de (Ex.36) fazendo z=0 nesta
equacao:

2
_1Eg

S..
al 2 Z
2
- EZ
Syi=—=24r[sen(s) z
ZO

—o1-r|%)z
(Ex.37)

Por sua vez, a poténcia transmitida para o meio condutor € dada por:

22
- 1. o 1MES ouss
(EX38) St:—Etth =_|| *0|e 20(,ZZ
2 2 7

c
Separando as partes real e imaginaria da poténcia transmitida obtemos a poténcia

ativa e a poténcia reativa transmitidas. Exatamente na interface, em z=0, temos:

2 2
- t E
Sat = 1 | || Zd| L cosdz
(Ex.39) ,
S l” Sol send z
rt — 2 |Zc|

A relacdo entre os vetores de Poynting no lado do dielétrico e no lado condutor
sao obtidas pela aplicacéo do teorema de Poynting a um volume que tende a zero
em torno da interface (ver Figura 3.31 - Apéndice 3.5). Uma vez que o volume
tende a zero, as integrais de volume se anulam e o teorema de Poynting, no caso
de incidéncia perpendicular, informa que o vetor de Poynting é continuo na
interface. Assim, comparando as expressdes (Ex.37) com (Ex.39), obtemos as

seguintes relacoes:

(Ex.40) —(1 r|?)= ||| |cos¢
(Ex.41) i|r|sen(8)= |t|2
Z, 2(Z,|

seng
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Para uma interface entre dielétricos, seng e send sdo nulos e apenas a equacao

(Ex.40) é significativa. Como as impedancias sédo reais nesse caso, podemos

substituir Z :l Ho g e =1. Com isso, podemos reescrever (Ex.40) na forma:
n

€o

(Ex42)  |r|*+ =1
[

Exemplo 4.8 — Consideremos uma estrutura formada por trés materiais diferentes
segundo a Figura 4.19. A camada central tem espessura ‘d’ e os dois meios
laterais sdo semi-infinitos. Vamos obter os coeficientes de reflexdo e transmissao
dessa estrutura para incidéncia perpendicular supondo que as propriedades
eletromagnéticas dos materiais ndo variam com a frequéncia. De acordo com o
esquema mostrado na Figura 4.19, a onda incidente sofre uma reflex@o principal
na interface 1-2 e varias reflexdes secundarias nas interfaces 2-1 e 2-3. Assim, a
onda refletida total sera composta de inUmeros termos decorrentes da transmissao
na interface 2-1 somados a onda refletida principal. Podemos expressar iSso na
forma:

(Ex.43)

—2vd —2vd 2 .2 _—4yd 3.3 .—-6yd
Er :rlei+t12t21r23Eie v (;l+r21r236 v +r21r23e v +r21r23e v +)

Usando a férmula da soma da série de poténcias, obtemos:
-2yd
tiotor 1oz e’

(Ex.44) E, =r;,E; + i
l—l’21 fogé ¥

Com isso, o coeficiente de reflexdo efetivo da montagem é dado por:

—2vd
tiotog oz e’

(Ex.45) rgf =rp+
1- o123 e_zyd

De modo analogo, a transmissdo total pode ser obtida somando-se todas as

componentes transmitidas em cada incidéncia na interface 2-3. Assim, temos:
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I I
I I
I I
Meio 1 Meio 2 Meio 3
E;
.......... (t;,)
__________ e’ (t22)
r)[]' > ‘ ........
__________ e Vd
CHE (rs)
____________________ e =Y
(rp) (t,5)
e ’ ---------
&) I (12
_______ e iy
()
| d |
i I
I I

Figura 4.19 — Estrutura com dois meios semi-infinitos separados por uma camada de espessura d.
Em cada interface as ondas incidentes sofrem reflexdo e transmissao. Os coeficientes de reflexdo

e transmissao para cada incidéncia séo indicados entre parénteses.

Ey =tyotys Eje™ (§l+ fy g e 27 4 r221 r223 e~drd r231 r233 e 6vd )

(Ex.46) t1otog e—vd -
= i

1- 21123 e_zyd

O coeficiente de transmisséo efetivo é, entdo, dada por:

tiptpg €7V

(EX.A7) tgf = 5

1-ry1rze
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A fim de visualizar mais facilmente o efeito das reflexfes sucessivas na reflexdo e
transmissdo efetivas da camada intermediaria, vamos considerar um exemplo
simples de uma placa dielétrica no ar. Uma vez que a incidéncia é perpendicular e

0S meios envolvidos sdo dielétricos com permeabilidade relativa unitaria, as
impedancias sdo facilmente obtidas como Z; =Z3 =72, ~3768Q e Z, :Z%,
onde n é o indice de refracdo da placa. Os coeficientes de reflexdo e transmisséo
em cada interface sdo quantidades reais que se relacionam da seguinte maneira:
21 =T23 =—T12

(Ex.48) Z
o1 =123 :Z_t12 =Nty

2
A constante de propagacdo € puramente imaginaria y:jznk. Com isso, a
reflexdo e transmissdo efetivas na placa dependem da relacdo entre a sua

espessura e o comprimento de onda nesse material. Existem duas condi¢cdes

extrema quando |2yd|:47c% € um multiplo de x radianos. Substituindo

g imr _ cos(mmn) junto com (Ex.48) em (Ex.45), obtemos:

_ , _( ) ) )
1 -1y, cos(mm) 1-r}5 cos(mn)

Levando em conta a relacao (Ex.42), temos:

1-cos(mn)

(EX50) lef =112

2
1-r)5 cos(mm)

A condigéo 4n%=mn ocorre nas frequéncias multiplas da freqiéncia

fundamental:

. c
4nd

Nas frequéncias pares (2f,, 4f,, 6f,, ...), com m par em (Ex.50), resulta em reflexado

(Ex.51) f,

nula. Nas frequéncias impares (f, , 3f,, 5f5, ...), com m impar em (Ex.50), resulta

no coeficiente de reflexdo maximo dado por:
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2r
(Ex.52)  refmax = 1 12

+ r12

De modo semelhante, Substituindo e‘jm“:cos(mn) junto com (Ex.48) em

(Ex.47), obtemos:

n t122 cos(mmn) ~ (1— 122 )cos(mn)

1- rlz2 cos(mm) 1

2
— 15 cos(mm)

onde usamos (Ex.42) para substituir n t122 . Nas frequéncias pares o coeficiente de

transmissao € unitario. Nas frequéncias impares o coeficiente de transmissdo €

minimo, sendo dado por:

2
rs —1
(Ex54)  tefmin = 22—

+15
As ocorréncias de minimos e maximos na reflexdo e transmissdo na placa se
justificam pela superposicéo em fase (maximos) e em oposi¢ao de fase (minimos)
das componentes de onda que se superpdem em cada face da placa. A Figura
4.20 mostra como os modulos dos coeficientes de reflexdo e transmissao para

uma placa de vidro com ¢, =6 e espessura 10 cm variam com a frequéncia da

onda incidente. Neste caso, a frequéncia fundamental é aproximadamente
306MHz.

Reflex&o nula e reflexao total

Como mostra a Figura 4.18 existe um angulo de incidéncia na polarizacéo paralela
para o qual o coeficiente de reflexdo é nulo. Este angulo é chamado de &ngulo de
Brewster. Quando uma onda plana incide sob o angulo de Brewster em uma
interface dielétrica, a componente paralelamente polarizada da onda ndo se
reflete. Se a onda incidente possuir também uma componente perpendicularmente
polarizada, esta componente sofrerd reflexdo e a onda refletida sera, entéo,
linearmente polarizada na direcéo perpendicular ao plano de incidéncia. Este € um
método possivel para obter uma onda linearmente polarizada a partir de uma onda

com polarizacao eliptica ou com polariza¢cdo ndo conhecida. O angulo de Brewster
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€ obtido algebricamente, resolvendo-se a equacgao n=0. Para meios dielétricos e

nao magnéticos, obtém-se a partir de (4.207) que o angulo de Brewster é dado

por:

(4.209) 6, =arctan Nt

0_8 T T T T T T T T T T T T T Ty

v

0.6

0.4

0.2

0.9

0.8r

0.71

0'65 “”16 . ‘H““I7 . ...”“IB . 1I09 I 101
f (H2)

10 10 10 10
Figura 4.20 — Espectro do coeficiente de reflexdo e de transmissdo para uma placa de vidro com

0

espessura de 10 cm e constante dielétrica 6.

Outro evento importante que pode ocorrer em uma interface dielétrica para a qual
ny <n; é a reflexdo total. De acordo com a lei de Snell para a refra¢éo, se n; <nj,
0 angulo de transmissao € maior que o angulo de incidéncia. Entdo, neste caso,
existe um angulo de incidéncia menor que 90° para o qual o angulo de refracédo é
exatamente 90°. Esse angulo é chamado de angulo critico para reflexdo total e,
de acordo com (4.186), é dado por:
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(4.210) 6. :arcsen(n—tj
n;

Quando uma onda incide sob esse angulo em uma interface dielétrica, a onda
transmitida ndo se desloca para o interior do meio 2 mas se propaga
paralelamente a interface. Se a incidéncia ocorre com angulo maior que 6., a
onda é totalmente refletida para o meio 1. A fim de obter estes resultados
algebricamente, assumimos que da lei de Snell podemos encontrar um angulo de
transmisséo que satisfaca a equagéo (4.186) para 0; > 6., ou seja:

(4.211) senb; =rr:—isenei >1

t
embora esta equacao nao possa ser satisfeita por qualquer angulo real, ela pode

ser satisfeita por um angulo complexo. Desde que sen®; > 1, usando a identidade

trigonométrica senzet +cos? 0; =1, obtemos cosf; como um ndmero imaginario:

(4.212) cos6; = J_rj\/sen2 0; -1

senb; e cosb; definem as componentes do vetor de onda da onda transmitida no

meio 2 nas direcOes paralela e perpendicular a interface, respectivamente. Veja a

Figura 4.21 para os detalhes. Sabemos que o médulo do vetor de onda é igual a

constante de propagacéo, que para um dielétrico perfeito € igual a jn(DC . Entéo, o

vetor de onda pode ser escrito na forma:

Ky = jntT(D(senet X +C0s0;Z)= jnt—m(senet X — jy/sen” 0y —ﬁj

C

Ny -~ .hio ~
=12 Jsen?0; 17 + " sen0; X
c

c

(4.213)

onde assumimos o sinal adequado de cos6; para satisfazer a condi¢gao de
contorno |Et| — Opara z — . Podemos deduzir valores efetivos das constantes

de atenuacdo e de fase no meio 2, de modo que possamos escrever

Ki =ae Z+jBe X. Estes valores séo:

4.214) o =12 Jsen?p, -1
C
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Figura 4.21 — Vetor de onda transmitido na incidéncia com angulo maior que o angulo critico para

reflexao total.

(4.215)  PBo = %senp,
C

Com a origem do sistema de coordenadas fixada na propria interface, o vetor de
posicdo no meio 2 é dado por r =xx+zz. Usando a expressdo geral dada em

(4.179), o campo elétrico da onda transmitida pode entdo ser escrito na forma:

(4.216) E,=Eg e Kt _E_ e *eZg lPeX
Concluimos que a onda nao se transmite para o interior do meio 2 mas se desloca

paralelamente a interface. Os campos séo atenuados na direcao z e pode-se dizer

que a profundidade de penetracao €é igual a%
e

Para finalizar, podemos mostrar que a reflexéo € total para 0; > 6., substituindo o

valor de cos0; dado em (4.212) nas equacgbes do coeficiente de reflexéo
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independentemente da polarizacdo. Por exemplo, se substituirmos em (4.203),

obtemos:

4217) jZﬂ/sen2 0 —1+Z;cosb;
: Il =
jZ“/sen2 0t —1-Z;cosb;

onde novamente usamos o sinal negativo do cos6;. O médulo de r; é entdo dada

por:

VZ2[sen?0; ~1)+ 22 cos?6; )

(4.218)  |y|=
\/th(senz 0t —1)+ Zi2 cos? 0;
0 que mostra que o modulo do campo refletido é igual ao campo incidente. Havera

entretanto uma diferenca de fase entre as duas ondas.

Interface condutora

A andlise de uma interface condutora € um pouco mais complicada. Consideremos
uma interface entre um dielétrico e um condutor, como por exemplo, a superficie
de uma placa metélica no ar. Se uma onda plana incide a partir do dielétrico na
superficie do condutor, a lei de Snell para a refracdo, equacdo (4.184), nos

permite escrever a seguinte expressao para o angulo de transmissao:

iBi PiPt - Pioy
4.219 0, =—"___senp; = 0;
( ) senh (org +”3t)sen (octz +Bt2)+J(oct2 +Bt2) >

onde usamos v =jBj e vt =04+ jBt. Vemos entdo que senbB;& um numero
complexo e, portanto, ndo existe uma interpretacdo geométrica para 0;. Contudo,

como fizemos no caso da reflexdo total, um valor complexo para sen6; ou cos 0

pode ser interpretado corretamente na composicdo do vetor de onda da onda
transmitida. Para simplificar a algebra, reescrevemos (4.219) na forma:

send; =u+ jw . Assim, temos tambem:

(4.220) cos6O; = 1-sen?0, = 1+W2—u2—j2uw
t t
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E novamente, para tornar mais simples as expressdes, reescrevemos
cos6; =f+jg. Com estes valores, podemos obter o argumento Rt -f para um
referencial com origem na interface, na forma:

K¢ -F = (ag + B )(sendy x+cos 0y 2) = (ag + By J(u+ jw)x+(f + jg)z]

= [(uor —wBy )+ j(upy +wog )]x + [(for — 9B )+ i(fB; + 9ot )]z

Podemos dizer entdo, que as constantes de atenuacdo e de fase sao diferentes

(4.221)

nas diregbes perpendicular e paralela. As constantes efetivas nas duas diregdes
sao dadas por:

oy =Uay —WB =0 oz = fo; -
(4.222) X t — WPy z = foy — 0Py

Px =UPt +wo = pjsend; Bz =Bt + 9oy

Os resultados para oy € By indicados em (4.222) séo facilmente obtidos com a

substituicdo de u e w a partir de (4.219). Assim, o campo elétrico da onda

transmitida pode ser escrito na forma:

(4.223) Et =|§ot e Kt T =I§0t e %z¢ e‘KBXHBZz)

Vemos que a onda transmitida no condutor, no caso de incidéncia obliqua, ndo é

uma onda plana uniforme, pois o plano de fase constante ByXx+f,z=cte; em

geral ndo coincidird com o plano de amplitude constante o,z =cte,. A dire¢éo

efetiva de propagacdo da onda no condutor é perpendicular ao plano de fase

constante e o angulo efetivo de propagacéo pode ser calculado por:

(4.224)  Ogt = arctan(B—XJ
z

enquanto que a velocidade de fase efetiva € dada por:

(O}

VB% +BS

Obviamente, para 6; =0, temos uma situagéo particular na qual senf; =0 e

(4.225) ve =

cosO; =1, de modo que K; = (o + jB{)z e a onda transmitida é uma onda plana

uniforme se deslocando perpendicularmente a interface com velocidade v = y

Bt
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Os coeficientes de reflexdo e transmissao obtidos para a interface dielétrica ainda
sao aplicados no caso de interface condutora, desde que se use o valor correto da
impedancia caracteristica do condutor e cos6; dado por (4.220).

Vejamos no caso de uma superficie metalica em uma freqiiéncia para o qual
o >>me quais seriam as aproximacdes validas para as expressbes obtidas

anteriormente. o¢e B na condi¢do o >> we, so dados por (4.114) e (4.115):
(4.226) oy =Py = 1/%
Usando isto em (4.219) e (4.220), obtemos:

(4.227) senb =%£%j(l+j) seno;
t

2
(4.228)  cos0O; Jl—j%(ﬁ—j sen?0;

t

O fator % nessas expressdes tem o valor em funcao da frequéncia dado por:
t

(4220) Pi_ [29%
Pt c
Pi

Na condicdo o >> we temos [3_ << 1, de modo que podemos aproximar cos6; = 1.
t

Para os metais, esta aproximacao é valida até mesmo para frequiéncias tao altas

quanto aquelas do inicio da regido ultravioleta (= 1015Hz) do espectro
eletromagnético. Os resultados principais para uma interface metalica sdo, entéo:
(4.230) oaz=a; Px=Pisend; B =P

(&) (&)

%p 20
(4.232) Ve -——— - Pt = o - 20
\/Bt +Bi sen”; \/1+ 20¢0 sen?0; Hoo

()

2 2
(4.231)  Ogt :arctan[ ®o senei]; ®%0 senp; =0
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Estas expressbes mostram que para ¢ >> we, a onda transmitida no condutor tem
velocidade e direcdo independentes do angulo de incidéncia. A onda transmitida
praticamente se desloca perpendicularmente a interface. Os coeficientes de
reflexdo e transmissao na interface ar-metal, obtidos a partir de (4.193), (4.194),
(4.203) e (4.204) podem ser aproximados por:

g o

B G
B ((/)j A
= v
(4.236) 2[ %1, Jeoso,

=

®Ho/ (1+])
onde Zt _ AG = 0380 (1 )i

Zi Ko
€o

Exemplo 4.9 — Uma onda incidente em um condutor produz corrente na sua

superficie. No caso de um bom condutor, a andlise precedente demonstrou que a
onda transmitida se propaga perpendicularmente a interface. Vamos calcular a
densidade de corrente superficial induzida no condutor. Substituindo as rela¢des
(4.230) e (4.234) (para polarizacdo perpendicular) em (4.223), obtemos a

expressao do campo elétrico da onda transmitida:

Ex.B5 E =2 Z_C cos0O; E e—GCZ e_jBosenei X e_J ﬁcz)/(\
( ) t 7 i Foi
[0}
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Com a propagacao da onda para o seu interior, surge uma distribuicdo de corrente
no volume do condutor. Contudo, uma vez que a onda é atenuada, essa corrente
€ muito mais concentrada na superficie. Como a corrente circula na dire¢cdo do
campo elétrico e se distribui uniformemente na interface, vamos calcular a

densidade linear de corrente na superficie:

E:J.Gét dZ
0
z N -
( Ex.56) =2<{Z—Cjcosei Eoi e 1Posend xy je (o, +1B.)z g4z
0 0

=2G[Z—Cj COSQi Eqi e iB,send x ¢
Zg Joc + B¢

Podemos substituir Z; = 1/%(1+ j)eac=B¢c = % para obter:
(e}

(EX57) E :ZLCOS el EOI e_] BOSenGi X ),(\
(0]

O termo de fase nesta equacao informa que a corrente superficial circula como

Ao

seno; - Com incidéncia

uma onda na diregdo x com comprimento de onda

perpendicular, temos:
- 2 ~
(Ex.58) k=—E; X
Z0
E interessante observar que a corrente induzida em bons condutores n&o depende
diretamente da condutividade do material nem da frequéncia (obviamente a
condicdo o >>we deve ser atendida para esse resultado ser valido). Para

polarizacdo paralela, deve-se usar a expressao (4.236) para o coeficiente de

transmissdo. Uma vez que cos0; >> Z%_ para 6; <%, praticamente a unica
|

diferenca em relacéo aos resultados anteriores € que o termo cosé nao aparece

na expressao da densidade de corrente.
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Onda estacionaria

Consideremos uma onda plana incidindo perpendicularmente em uma interface
entre dois meios. Sabemos pela analise da secdo anterior que o coeficiente de
reflexdo é, em geral, um numero complexo e, portanto, a onda refletida pode ter
amplitude e fase diferente da onda incidente. Estas ondas se superpem no meio
de incidéncia e o resultado € uma onda que tem algumas caracteristicas diferentes
da onda original. Consideremos inicialmente o meio de incidéncia como sendo nao
dissipativo. Se a interface situa-se na origem do sistema de coordenadas e a onda
incidente origina-se no lado direito da origem e caminha no sentido z < 0, as

expressdes dos campos elétricos incidente e refletido séo:

(4.237) E;=E,elf?x

(4.238) E, =rE, e P2

onde r é o coeficiente de reflexdo na interface. Podemos expressa-lo na forma
geral:

(4.239) r=|r|ej?3

O campo resultante é obtido como a soma dos campos incidente e refletido.

Assim, temos:

(4240) E=Eqlelf?+re iz

Vejamos inicialmente dois casos limites:

Casol) Se o meio de incidéncia é um dielétrico perfeito fazendo interface com um
condutor perfeito, o coeficiente de reflexdo, de acordo com a se¢ao anterior, vale

—1. Nesse caso, 0 médulo do campo elétrico total no meio de incidéncia € dado

por:

. . 17T
(4.241) E-= Eoi(eJBZ _e bz )zoni senpz e72
e 0 campo no dominio do tempo é:
(4.242) e =2Egsenpz cos(oat + %)

Esta equacdo representa uma onda estacionaria. Observe que a amplitude do

campo depende da posicdo no espaco. Isto € mostrado na Figura 4.22. Existem
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posicbes de amplitude maxima 2E, e posicdes de amplitude nula. Isto é
completamente diferente do que ocorre em uma onda plana uniforme se
propagando em um meio ilimitado, pois se 0 meio € néo dissipativo, a amplitude
do campo em toda parte € sempre a mesma. Além disso, vemos em (4.242) que 0

fator de fase Bz nao aparece junto com wt na fungdo monocromatica. Em vista

disso, o campo descrito nesta equacao ndo constitui uma onda ‘caminhante’.

2.5 . . .
r=1 r=-1

o
e
|

O 1 1 | | 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

7
A
Figura 4.22 — Distribuicdo de amplitudes do campo elétrico em uma onda estacionaria formada

pela superposicéo dos campos incidente e refletido com coeficientes de reflexdo r=1e r = -1.

Caso 2) Se ambos 0s meios sao dielétricos, mas o meio de incidéncia tem
impedancia muito pequena comparada com 0 meio transmissor, podemos

aproximar o coeficiente de reflexdo por r 1. Neste caso, temos:
(4.243) E=E, (eJBZ +e B2 )zoni cospz

e 0 campo no dominio do tempo é:

(4.244) e =2Eg;cosPz cosmt

Esta distribuicdo de campo também é mostrada na Figura 4.22. Também neste

caso temos uma onda estacionaria de amplitude 2E.;. Observe contudo que as

posi¢cdes dos minimos e maximos sao diferentes nas duas ondas.
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Vamos analisar agora o caso geral, no qual o coeficiente de reflexdo tem um valor
qualquer. Podemos manipular algebricamente a equacdo (4.240) da seguinte
forma:
i(Bz—% _i(Bz-% i5
E:Eoi[emz 4)+|r|e i(pz 4)} oi%

(4.245)

s
—E, e2 [(1+ rl)cos(Bz - 84) + i(1~|r|sen(pz - %)]

Multiplicando por el®! & tomando a parte real, obtemos o campo no dominio do
tempo:

e =Eq; (1+]r]) cos(Bz - 84) coslet + S
(4.246) Al ) coslot 33

~Eqi (1- |r|) sen(Bz - %) sen(wt + %)

Substituindo  (1+]r)=(1-[r)+ 2| e wusando a identidade trigonométrica
cos(a+b) =cosacosb+senasenb, podemos reescrever (4.246) na forma:
(4.247) e=Ey (1— |r|) cos(wt +Bz) + 2 |r|Ej cos(Bz - %) cos(cot + %)

O primeiro termo nesta equacao descreve uma onda que se propaga no sentido

z<0 com amplitude Eg; (1—|r|) enquanto o segundo termo € uma onda
estacionaria com amplitude 2[|[Ey. A Figura 4.23 mostra a distribuicdo de

amplitude do campo elétrico em uma onda estacionéria com |r| <1. O angulo polar

do coeficiente de reflexdo determina a posicdo de maximos e minimos na

distribuicio do campo. Os maximos ocorrem nas posicdoes em que

cos(Pzy — %) =1, ou seja, 0 primeiro maximo ocorre em:

5 8
4.248) 7y =— =2
( ) 7w 28 4n

e 0s demais ocorrem exatamente a cada intervalo % O campo maximo é obtido

de (4.246) nas posi¢des de maximo, e valem:
(4.249)  Emax =Eoi (1+]r)
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r=05eM45°  4=0

T T T T T

0 L | L L | L L | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
. Z
15 .
E 1F i
Aoi b
05! ()
0 1 L 1 1 L 1 1 L L

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

7
A
Figura 4.23 — Distribuicdo de amplitudes do campo elétrico na superposicdo de uma onda

. . . I - o . ~ i O
incidente com amplitude unitaria com a onda refletida com coeficiente de reflexdo r = 0.5 el

(a) meio sem perdas; (b) meio com coeficiente de atenuacdo de 0.1 Np/m.

De modo andlogo obtemos as posicdes de minimo na distribuicdo de campo

resolvendo a equagéo cos(Bz,, — %) =0, ou seja, 0 primeiro minimo ocorre em:

(4.250) Zm=8+n=8+n
2B 4n

€ um novo minimo ocorre a cada intervalo % A distdncia entre minimos e

mMAaximos consecutivos é % O valor do campo nas posi¢cdes de minimo é obtido

de (4.246) na forma:
(4.251)  Emin =Eqi (1-|r)
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Define-se a razdo de onda estacionaria ROE (do Inglés SWR) como sendo o

guociente entre 0 campo maximo e o campo minimo na distribuicdo de campo.
E 1+]r
(4.252) ROE =_—MaX _ J

A ROE é um parametro que quantifica a presenca de onda estacionaria em um

+

meio. A ROE minima é 1 e acontece quando ndo existe onda estacionaria, pois
nesse caso a amplitude do campo € igual em todas as posi¢cdes do espaco. Um
valor de ROE maior que 1 indica a presenca de onda estacionaria. No caso limite
de uma onda estacionaria pura, como acontece nos exemplos citados acima em
que r = 1, a ROE ¢ infinita.

No caso em que o meio de incidéncia é dissipativo, a amplitude das ondas
incidente e refletida diminui exponencialmente no sentido de propagacéo
correspondente a cada onda. Entdo, a maior superposi¢cdo ocorre nas imediacdes
da interface. Nessa regido, a onda estacionaria terd amplitude maxima e a ROE
também serd maxima. Mas para pontos mais afastados, a tendéncia é prevalecer
a onda incidente, pois esta tera sempre maior amplitude que a onda refletida. A
Figura 4.23 mostra a distribuicdo de campo nesse caso. Concluimos entdo que a
amplitude da onda estacionaria e a ROE diminuem na medida em que

consideramos pontos mais afastados da interface.

Exemplo 4.10 — Em uma onda estacionaria, 0s maximos de campo elétrico ndo
coincidem com os maximos de campo magnético. Além disso, ndo existe energia
transportada. Podemos verificar na equacdo (Ex.36) que se o coeficiente de
reflex@o for unitario, a parte real do vetor de Poynting complexo € nula. Assim, em
uma onda estacionaria existe apenas energia reativa armazenada no espago, com
regides de maxima energia elétrica e maxima energia magnética em diferentes
posicdes. Com r =+1, a parte imaginaria do vetor de Poynting € dada por:

2
- EZ
(Ex.59) Sr:—z—o'sen(ZBZ)Z - r=-1
[0}
. EZ2
(Ex.60) Sr=z—°'sen(2[32)2 - T
0]

Il
H
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Das equacdes (4.241) e (4.243) temos o campo elétrico na direcdo x na onda

estacionaria.
(Ex.61) E =Ey; (ejBZ —eIBz } j2EgsenBz —»  r=-1

(Ex.62) E =Eg; (ejBZ +e7 B2 ):2 Egicospz — r=1

Contudo, o campo magnético tem uma distribuicdo diferente. Uma vez que o
produto vetorial do campo elétrico com 0 campo magnético deve estar dirigido na
direcdo e sentido de propagacdo da onda, devemos ajustar o sinal da onda
refletida de campo magnético para que isso aconteca. Portanto, segundo as
equacotes (Ex.61) e (Ex.62), temos as seguintes expressdes do campo magnético
na direcdo y na onda estacionaria:

(Ex.63) H =i(eJBZ +e Pz }2ﬂcos Bz —» r=-1
ZO ZO

(Ex.64) H :i(ejﬁz —e 1Pz }Zhsenﬁz - r=1
ZO ZO

A Figura 4.24 mostra como 0S campos e a poténcia reativa se distribuem na onda

estacionaria para r =-1.

(a)O.z_ /Px /\ /\ /\
vy

-1
0 2
(b) 2
ir H E 1
0
25 0‘.2 o‘.4 0‘.6 0.8 1 1‘.2 1‘.4 1.62 1.8 2
A

Figura 4.24 — (a) Distribuicdo de poténcia reativa na onda estacionaria. (b) distribuicdo de campo

elétrico e campo magnético na onda estacionaria. Coeficiente de reflexdo r = -1.
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Espectro Eletromagnético

N&o existem limites para a frequéncia de um sinal eletromagnético. Ondas
eletromagnéticas com freqiiéncia de alguns Hertz a mais de 10%* Hertz podem ser
geradas. Contudo, diferentes caracteristicas de propagacdo e fendmenos de
interacdo com a matéria determinam diferentes aplicacbes para 0s sinais
eletromagnéticos, dependendo de sua frequéncia.

A Tabela 4.7 mostra o espectro eletromagnético conhecido, dividido e classificado
de acordo com o uso principal de cada intervalo de frequéncias. Até cerca de 300
GHz, é mais usual a especificacdo da onda eletromagnética pela sua frequéncia.
A partir dai até o final da faixa de luz visivel, € mais comum especificar o
comprimento de onda. Do ultravioleta em diante € mais usual especificar o sinal
eletromagnético pela energia de foton.

As ondas na faixa que se estende de alguns hertz até 1GHz sdo denominadas
genericamente de ondas de radio, pois é especialmente nesta faixa que a maioria
dos sistemas de comunicacdo de massa operam. Exemplos tipicos desses
servicos sdo o radio comercial, a televisdo e o radio amador. A absorcdo de
energia pela matéria, nesta faixa de freqiéncias, ocorre quase que
exclusivamente pela conducao de cargas livres.

Acima de 1GHz e até 300GHz usa-se a designacdo geral de microondas.
AplicagBes especiais em comunicagédo via satélite e radar sdo comuns nesta faixa.
A regido de frequéncias mais baixas nesta faixa € utilizada atualmente para
telefonia movel. As moléculas polares absorvem energia na faixa de microondas
especialmente através de ressonancias com estados rotacionais. O forno de
microondas opera em 2.45Ghz porque nesta freqiéncia as moléculas de agua
absorvem eficientemente a energia da onda.

Acima de 300GHz e até cerca de 400THz existe a faixa denominada de
infravermelho, que costuma ser dividida em infravermelho préximo (comprimento
de onda entre 0.78um a 3um no vacuo), infravermelho intermediario (3um a 6um)
e infravermelho distante (6um a 15um). A radiacdo no espectro infravermelho
pode ser absorvida na matéria gerando transi¢cdes entre estados vibracionais
moleculares. Qualquer corpo aquecido emite radiacao no infravermelho através do
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mesmo mecanismo de transi¢cdes vibracionais. O corpo humano, por exemplo,
emite radiacdo numa ampla faixa do infravermelho e com intensidade maxima em
torno de 10um.

A luz visivel corresponde a um estreito intervalo de comprimentos de onda de
0.38um a 0.72um no vacuo. A radiacdo nesta faixa de frequéncias é geralmente
produzida por alteragbes nos estados eletrbnicos em &tomos e moléculas.
Moléculas de gases excitados por calor ou corrente elétrica e atomos em metais
aguecidos a altas temperaturas sao as fontes mais comuns de luz visivel. As cores
sdo o resultado da percepcao humana da radiacdo no espectro visivel captado
pelo sistema visual. O espectro visivel pode ser dividido nas seguintes cores:
vermelho de 622 a 720 nm, laranja de 597 a 622 nm, amarelo de 577 a 597 nm,
verde de 492 a 577 nm, azul de 455 a 492 nm e violeta de 380 a 455 nm.

Abaixo do menor comprimento de onda da luz violeta, comeca a faixa denominada
de ultravioleta, caracterizada por energias de fotons de 3.3 eV a 124 eV. A
radiacdo ultravioleta tem uma grande capacidade de ionizar atomos e moléculas.
A radiacao solar, que contém uma grande parcela de radiacéo ultravioleta, poderia
ser letal a vida em nosso planeta, se ndo houvesse a camada protetora de 0z6nio
na atmosfera, absorvendo intensamente a energia solar nessa faixa espectral. A
radiacdo ultravioleta é produzida em transicbes eletrbnicas nos atomos
envolvendo grande variagdo de energia, por exemplo, quando um elétron
fortemente ligado € excitado para niveis de energia maiores e depois retorna ao
nivel original ou quando ocorre recombinacao entre ions e elétrons.

Os raios X apresentam energias de féton muito altas, desde 124 eV até cerca de
200 KeV e podem ser produzidos por bombardeamento de um alvo metélico por
um feixe de elétrons energéticos (radiacdo de frenagem), como ocorre em tubos
de raios X. Emissdo de raios X também ocorre na recombinacdo de atomos
ionizados envolvendo elétrons internos fortemente ligados ao nucleo.

No topo do espectro estdo os raios gama, 0s quais possuem energias de foton
extremas e sdo emitidos durante reacdes nucleares onde ocorre transi¢cdes entre

diferentes estados de energia das particulas constituintes do nucleo atémico.
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Tabela 4.7 — Classificacdo do Espectro Eletromagnético

Faixa Intervalo de Intervalo de
Classificacdo de freqUiéncias Comprimento de onda Energia de féton
f (Hz) A E=hf =hc/A
raios y 5x10™ — 10 6 pm— 3x10™°m 200 KeV — 4 GeV
16 19
raios X 3x107-5x10 10nm —6 pm 0.124 — 200 KeV
_ 7.9x10" — 3x10™ 380 nm — 10 nm 3.26 eV — 124 eV
ultravioleta
Luz Visivel 4.2x10"" - 7.9x10™ 0.72 - 0.38 um 1.72-3.26 eV
Infravermelho ~10" - 4.2x10" 100 - 0.72 um 0.0124 - 1.72 eV
ondas milimétricas 300G - ~10% 1-0.1 mm
EHF 30-300G 1-0.1cm
SHF 3-30G 10-1cm
UHF 03-3G 1-0.1m
VHF 30-300 M 10—1m
HF 3-30M 100 -10m
MF 03-3M 1-0.1 Km » "
VLF 3-30K 100 — 10 Km ev
ULF 0.3-3K 1-0.1 Mm
SLF 30-300 10 —1 Mm
ELF 3-30 10° — 10 Mm
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Apéndice 4.1

Introducéo a teoria ondulatoria

Uma onda é uma forma geral de transporte de energia através de uma ou mais
grandezas fisicas que estdo sujeitas a um processo oscilatério. Ondas ocorrem
em muitos sistemas fisicos diferentes, tais como: ondas de deslocamento
mecanico em estruturas solidas, ondas de presséao em fluidos, ondas de elevacéo
na superficie da agua, ondas eletromagnéticas, etc. Embora envolvam diferentes
processos fisicos, todas as ondas podem ser descritas basicamente pelos
mesmos modelos matematicos.

Consideraremos inicialmente a descricdo de uma onda unidimensional simples.
Trata-se de uma onda que descreve a propagacédo de uma grandeza escalar em
uma Unica dire¢do. Seja esta direcado coincidente com o eixo z do sistema de
coordenadas. A forma geral de representacédo da onda € dada por:

(A.161)  o(z,t)=o,f(Bz - ot)+0,f(BZ + ot)

onde f € uma funcdo qualquer e os parametros ® e p sao constantes. Os

coeficientes ¢, e ¢, sado as amplitudes da onda. Na verdade, cada termo no

segundo membro descreve uma onda separadamente. O primeiro termo descreve
uma onda que se propaga no sentido z>0 e o0 segundo termo descreve uma
onda que se propaga no sentido z <0. Isso € ilustrado na Figura 4.25 que mostra

a distribuicdo espacial da grandeza ¢ em diferentes instantes de tempo. A fim de

avaliar a velocidade de deslocamento da onda, basta tomar um ponto qualquer da

distribuicdo (Bz — ot = cte) e calcular a taxa de variacdo da posi¢cédo daquele ponto.

Entdo, a derivada de z = Dy +ct_e no tempo resulta em:

A.162 _0
( ) Vv 5

Evidentemente, para a onda com argumento Bz + ot, a velocidade € o negativo de

(A.162). Entdo, em uma descricao baseada na velocidade da onda, a equacédo
(A.161) pode ser escrita na forma:
(A.163)  o(z,t) = @, f(z—-Vt)+ @, f(z+ Vi)
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o(z,)=f(Bz-6,)

6, = ot
VA
o(z,1) =1(pz-6,) N
0, =ot,
n >
¢(z,1) = f(Bz-6;)
0, = ot, -
yA

Figura 4.25 — Representacédo do deslocamento de uma onda com forma arbitraria f(Bz — ot) em

trés instantes de tempo.

A funcdo que descreve a onda € sempre a solu¢do de uma equacao diferencial
que descreve a dindmica do sistema fisico no qual a onda € gerada e se propaga.
Essa equacao, por sua vez, deve ser obtida particularmente para cada sistema,
segundo os principios fisicos caracteristicos do sistema. Contudo, a forma geral
da equacéo diferencial, chamada equacdo de onda, pode ser obtida a partir da

solugdo geral proposta em (A.161) como segue. Definindo n,=pz-ot e
n, =Pz + ot, as segundas derivadas no tempo e no espaco da fungdo o(z,t) séo

dadas por (demonstracdo a cargo do leitor):
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o’ ., d*f d*f
A.164 — = -+, ——
( ) 0z? b ((Pl dn? P2 dn;

o’ d*f d*f
A.165) —=o — 0, ——
Assim, podemos combinar os resultados acima para obter:

1 10 | e Pde_ | e 1%

(A-166) B2 022 o? ot 022 o o2 622 vZ ot
Esta é a forma basica da equacao de onda unidimensional.

Um caso particular de grande interesse € a onda monocromatica ou onda
harmonica:

(A.167)  o(z,t) =9, sen(Bz — wt)

ou,

(A.168) o¢(z,t) =9, cos(Bz — wt)

Segundo os métodos da analise de Fourier, € possivel descrever uma onda
periddica qualquer por uma série infinita de termos discretos de ondas harmdnicas

com frequiéncias multiplas de uma freqiiéncia fundamental ®,. A expresséo geral

tem a forma:

(A169) (p(Z,t) = i[q)ln COS(BnZ - (Dnt) Ty, Sen(BnZ - ('Ont)]

() ()} . ~
onde o, =no,e B, =—=n—. Note que a velocidade de propagagao pode ser
v v

n n

diferente para cada componente, e se issO ocorre, as componentes sofrem
deslocamentos relativos umas as outras. Isto, por sua vez, implica em que a forma
da onda resultante pode se modificar com o passar do tempo.

Consideremos o exemplo mostrado na Figura 4.26a. A onda quadrada tem a

frequéncia fundamental ®, =1000 ra%_ Decompondo esta onda nas

componentes de Fourier segundo o método mostrado no Apéndice 3.1,

concluimos que os coeficientes ¢,,sdo todos nulos e apenas os coeficientes o,

com n impar sdo ndo nulos. Supondo v =1000 r%e independente da frequéncia,
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teremos B, = 1ra%_ Com isso, obtemos a expansdo da onda quadrada em série

de ondas harmonicas na forma:

(A.170) (p(z,t)zf > 1s,en[n(z—looo t)]

o(z,t =0)

TC nimpar N

-1

Z (m)

Figura 4.26a - Onda quadrada de amplitude unitéria, frequiéncia angular 1000 rad/s e constante 3

unitaria em t=0.

15

0.5

Soma
(1-15)

-05

-15

RV

14

Figura 4.26b — Quatro primeiras harmonicas impares da onda quadrada e a soma das harmonicas

de 1 a 15.
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Ou seja, a onda quadrada de amplitude unitaria e freqiéncia ®, pode ser

representada como a soma de um numero infinito de ondas senoidais com

A : 4 4 4
frequéncias o, , 30,, 50,, 70, ..., € com amplitudes decrescentes — , —, —,
n 3n 5S¢
4 : : - I
—, ..., respectivamente. A Figura 4.26b mostra os graficos das primeiras

n

harmodnicas e a soma das harmonicas de 1 a 15. Evidentemente, quanto mais
termos forem incluidos na soma, mais precisa sera a representacdo da onda
original. Note também que as harmdnicas de maior frequéncia tém menor
amplitude. Isso sempre acontece com func¢des que representam ondas reais, ou
seja, ondas de grandezas fisicas.

As ondas eletromagnéticas sdo ondas de campo elétrico e magnético que se
propagam com a mesma velocidade a partir de uma fonte comum variavel no
tempo. Como o0s campos sao vetores, a descricdo completa de ondas
eletromagnéticas exige equacdes de onda nas trés coordenadas espaciais
envolvendo as trés componentes de campo elétrico e as trés componentes de
campo magnético. Isto é, a descricdio de ondas eletromagnéticas é
consideravelmente mais complexa que as ondas unidimensionais apresentadas
neste apéndice. Contudo, trés casos com geometrias simples se destacam pela
importancia conceitual em relagcdo a propagacdo de ondas eletromagnéticas no
espaco livre:

A onda plana uniforme (Figura 4.27a) € uma onda que se propaga em uma
direcdo definida e tém os campos perpendiculares entre si e a direcdo de
propagacdo. Em cada plano perpendicular a esta direcdo, os campos tém a
mesma amplitude, direcdo e sentido. Esses planos sdo chamados de frentes de
onda. As equacdes de onda para os campos assumem a forma ja descrita em
(A.166) no caso de uma onda se propagando na direcdo z. Se o campo elétrico
esta orientado na direcdo x e 0 campo magnético estd orientado na direcao v,

temos:
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o’e, 1 0%, _
2 2 2
a17y) 2 V&
o°h, 1 0°h, 0
0z2  v? o2

As solucdes para esses campos no caso de uma fonte monocromética podem ser
escritas na forma:
wary

y yo
O vetor de Poynting s = éxh, apresentado no Apéndice 4.2, indica que o fluxo de
poténcia da onda eletromagnética se da na diregdo perpendicular aos vetores de
campo. No caso da onda plana o fluxo de poténcia € unidirecional (direcéo
Z=XxY).
A onda cilindrica uniforme (Figura 4.27b) € uma onda que se propaga a partir de
uma fonte infinita e uniforme ao longo do eixo z. Com isso, a frente de onda é uma
superficie cilindrica centrada na fonte e a onda se propaga na direcao radial. Em
todos os pontos da frente de onda os campos tém a mesma amplitude. O campo
elétrico esta orientado na dire¢do axial e 0 campo magnético na direcdo azimutal.
A equacao de onda nesse caso € diferente da forma simples unidimensional da
equacdo (A.166). E mostrado no capitulo 4 que a forma geral da equacdo de
onda envolve o laplaciano dos campos, no lugar da segunda derivada na
coordenada z em (A.166). No caso da onda cilindrica uniforme, a simetria
cilindrica da frente de onda nos permite simplificar a equacdo de onda usando
apenas a parte radial do laplaciano em coordenadas cilindricas. Assim, segundo 0

Apéndice 2.1, temos:

2
li[sanj—ia . _g

sos\ os ) v? ot?
(A.173) 5

10( _oh, 1 0°h,

S Tz =0

S 0S 0s v ot

As solucdes destas equacdes envolvem o uso das funcbes de Bessel. Para
grandes distancias da fonte, contudo, essas solucfes tendem para a seguinte

forma trigonométrica, no caso de fontes harménicas:
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e = &cos(wt —-Bs)

(A.174) T s
h, = Tzcos(cot —-Bs)
s

Onde C; e C, sdo constantes. Na onda cilindrica uniforme o fluxo de poténcia
ocorre na direcao radial (direcdo s=¢xz). Os campos sdo atenuados na medida

em que a area da frente de onda se expande, mas a energia total transportada
atraveés dessa area € constante.

A Onda esférica uniforme (Figura 4.27c) € uma onda que se propaga a partir de
uma fonte pontual irradiando isotropicamente (mesma intensidade em todas as
direcdes). Assim, a frente de onda é uma superficie esférica se propagando na
direcdo radial. Nesse caso, se assumirmos que o campo elétrico esta orientado na
direcdo polar e o campo magnético na direcdo azimutal, podemos obter uma
expressdo da equacao de onda, considerando apenas a parte radial do laplaciano

em coordenadas esféricas (Apéndice 2.1):

2 2
20 (o)

- _ -0
2 2 2
A175) vea
}i(rh _1ohy
ror? Y v? a2

Para fontes harmoénicas, as solu¢des dessas equacdes sao dadas por:

€, = &cos(cot —Br)
(A.176)
h, = Tzcos(mt —Br)

Na onda esférica uniforme o fluxo de poténcia ocorre na direcao radial (direcao

r=0x¢). Os campos séo atenuados na medida em que a area da frente de onda

se expande, mas a energia total transportada através dessa area é constante.

Esses trés exemplos de onda eletromagnética uniforme (plana, cilindrica e
esférica) sdo ondas conceituais. Elas ndo existem de fato, mas, as ondas reais
muitas vezes podem ser aproximadas por uma dessas formas idealizadas,

principalmente em posi¢cdes suficientemente distantes das fontes. Essas ondas

272



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

sdo denominadas de ondas transversais, pois 0s campos sédo perpendiculares a

direcdo de propagacéao.

Figura 4.27a — Representacdo da onda plana uniforme. A frente de onda é uma superficie plana.

D e I

\ /

h
0N

—

e

Figura 4.27b — Representacdo da onda cilindrica uniforme. A frente de onda é uma superficie
cilindrica.
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Figura 4.27c — Representacdo da onda esférica uniforme. A frente de onda é uma superficie

esférica.

Apéndice 4.2

Teorema de Poynting

Energia dissipada - Energia de polarizacédo - Energia de magnetizacéo

A energia necessaria para estabelecer as distribuicdbes de carga e corrente é
exatamente a mesma energia necessaria para criar os campos elétrico e
magneético associados a essas fontes. No vacuo essa energia € simplesmente
armazenada no espaco. Entretanto, em qualquer meio constituido de moléculas,
a energia necessaria para estabelecer os campos no espac¢o envolve alguns

termos adicionais relacionados a interacdo dos campos com as particulas

carregadas nessas moléculas. Podem-se distinguir trés termos adicionais:
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1) Trabalho realizado pelo campo no movimento de translacdo de particulas
moveis. O movimento coletivo de cargas é descrito pela densidade de corrente no
meio. A energia transferida para as cargas contidas no volume dvem um intervalo

de tempo ot é:
(A.177) dW, =F.dr =pé Vst = j.est
Entdo, o trabalho de translagéo realizado por unidade de tempo e por unidade de

volume, chamado de densidade de poténcia dissipada no meio, é dada por:

dw, -.
A.178 L =——"=].e
( ) deSS dt J

2) Energia de polarizacdo do meio. Os dipolos elétricos moleculares tendem a
se alinhar com o campo aplicado, mas devido a agitacdo térmica, existe um
espalhamento randdmico nas orientacbes dos momentos de dipolo em relacdo ao
campo. Contudo, em uma grande classe de materiais, a polarizacédo, definida

como o momento total de dipolo por unidade de volume (p), é proporcional ao
campo aplicado (e, ). A densidade de energia de polarizacéo é dada por:

(A179) w,, = —%5 8,

Uma vez que os dipolos elétricos do material também criam campo elétrico no
meio, o campo total é diferente do campo aplicado. Esta dependéncia do campo

elétrico total com a polarizacdo das moléculas do material € descrita pela

constante dielétrica do meio (¢, ). Para um meio polarizavel de extensao infinita, a
relacdo entre o campo gerado no vacuo (€,) e o campo total nesse meio para
uma mesma distribuicdo de cargas, é dada por:

A

€

(A.180) &=

‘
Entdo, a energia por unidade de volume para criar uma distribuicdo de cargas em
um meio polarizavel é diferente daquela calculada para o vacuo e obtida na
expressao (3.75). A diferenca esta no fato de que além do trabalho realizado na
movimentacdo das cargas até a configuracdo final, a fonte necessita realizar
trabalho adicional para alinhar os dipolos elétricos do material. Assim a densidade

de energia total no meio polarizavel é dada por:
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(A181) w,=w,+w, :%80|é0|2 —%ﬁ-é

[o]

Pode-se mostrar que substituindo ¢, por ¢.¢e, em (3.75), obtém-se exatamente o

resultado (A.181), ou seja, a densidade de energia elétrica em um meio polarizavel
também pode ser calculada por:

(A.182) w lgeinl 1o,
2 2 2

onde a relacéo constitutiva correta agora € d=¢.¢ €.

3) Energia de magnetizacdo do meio. De modo analogo ao processo de
polarizagdo descrito acima, a magnetizacdo do meio ocorre pela tendéncia de
alinhamento dos momentos de dipolo magnético moleculares com o campo
magnético aplicado. O vetor de magnetizacdo (m) do meio é definido como o
momento total de dipolo magnético por unidade de volume do material. Os
materiais denominados paramagnéticos e diamagnéticos se magnetizam de
maneira proporcional ao campo aplicado. Para esses materiais, a densidade de

energia de magnetizacéo € dada por:

(A.183) w :lrﬁ-b

mag 2 o

onde Bo € a inducdo magnética aplicada, ou seja, a inducdo magnética no vacuo
para a mesma distribuicdo de corrente. Contudo, como os dipolos também
produzem inducdo magnética, a inducao resultante da aplicacdo do campo em um

meio magnetizavel é diferente de b, sendo dada por:

(A.184) b=b,+b,

onde Bm € a inducdo resultante da magnetizacdo do meio. Nos meios que se

magnetizam proporcionalmente ao campo aplicado, a indugdo resultante ainda

pode ser dada por:
(A.185) b=pb
onde u, € a permeabilidade magnética relativa do meio. Devido ao trabalho

adicional para o alinhamento dos dipolos magnéticos do meio, o trabalho total para
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criar uma distribuicdo de corrente em um meio magnetizavel é diferente daquele
calculado para o vacuo e expresso pela equacgao (3.85). Assim, a densidade de

energia magnética em um meio linear é dada por:

- |2
b _
mag 1—+£ﬁ]'bo
2 pn, 2

(o]

(A.186) w,=w,+Ww,_

Pode-se mostrar que a equacéo (3.85) fornece o valor correto da energia total
dada em (A.31) se p, for substituido por p,p,. Assim, temos:
o1 B

1-
A187) w_==-b-h==11_-=
( ) 5 2 zuuo

i

onde agora a relagéo constitutiva correta é b =, h.

Vetor de Poynting e fluxo de poténcia

Vimos acima que a energia dispensada pelas fontes para estabelecer as
distribuicdes de carga e corrente no espaco fica armazenada nos campos e uma
parte dessa energia € utilizada para polarizar e magnetizar as moléculas do meio.
Em meios dissipativos, uma parte da energia fornecida pelas fontes também é
consumida como trabalho sobre as cargas méveis do material. Desejamos obter
agora uma relacdo que demonstre a transformacao e conservacao de energia em
sistemas eletromagnéticos. Consideremos uma amostra de matéria sujeita a
campos eletromagnéticos. Em cada instante de tempo podemos calcular a energia
armazenada em seu volume como a integral da densidade de energia

eletromagnética:

d . -
(A.188) w=[&-8d+[h-d

0

o—uc
(o]

Note que essa energia armazenada ja considera a parcela de energia dispensada
para a polarizacdo e magnetizacdo da amostra, pois os campos em (A.188) sdo os
campos totais, incluindo os campos criados pelos dipolos elétricos e magnéticos
do material. Se o material consome energia eletromagnética que se converte em

trabalho sobre suas cargas livres, a energia armazenada deve, a principio, variar
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no tempo de acordo com a quantidade de trabalho realizado. Calculemos, entéo, a

taxa de variacdo temporal da densidade de energia w:
A189) W _g. ., j.d
ot ot ot
Substituindo agora as taxas de variacdo temporal dos campos de acordo com as
leis de Ampere e Faraday, obtemos:

(A.190) %:é.(vXﬁ—])—ﬁ-(Vxé)=—T-é—[ﬁ‘(Vxé)—é'(VXﬁ)]

De acordo com a identidade vetorial V-(fx@): (fo)@—(VxQ)-f, podemos

substituir o termo entre colchete nesta equacao por V - (é X ﬁ). Entdo, temos:

(A.191) @z—]-é—v-(éxﬁ)

ot
Este resultado é conhecido como teorema de Poynting. O primeiro termo no lado
direito desta equacao € a poténcia dissipada por unidade de volume da amostra.
O segundo termo nos leva ao conceito de fluxo de poténcia através da superficie
da amostra e a definicdo do vetor de Poynting, dado por:
(A.192) S=éxh
Entédo, o principio de conservacdo de energia eletromagnética pode ser descrito
pela equacéo:

(A193) % = Puiss — V-s

O significado fisico desta equagdo € mais bem compreendido quando
consideramos a energia total envolvido no volume da amostra:
A194) W jip._dv—[]V-Sdv =P, — {5 d8

dt v, v, S,
A energia eletromagnética é consumida no trabalho sobre as cargas livres do
material e no fluxo de poténcia para fora da amostra, cuja densidade superficial &
dada pelo vetor de Poynting. Por outro lado, se a energia eletromagnética total no
volume de um corpo material ndo varia no tempo, (A.194) nos leva a concluir que:
(A.195) i:}é -ds =-P,

a

iss
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ou seja, a dissipacao de energia na amostra é compensada pelo fluxo de poténcia
eletromagnética para dentro do material. Finalmente, se o volume considerado
envolve uma fonte de energia eletromagnética, entdo (A.194)) deve incluir a

poténcia P, fornecida por essa fonte:

a1 W _p _p
dt

s diss

{5 ds
Sa
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Exercicios Propostos

1) Partindo das equacbes de Maxwell para um meio linear e isotrépico, encontre
as equacdes de onda para os campos elétrico e magnético, no dominio do tempo
e da freqUéncia.

2) Demonstre que:

€ =€, exp(Faz)cos(otFPz+0g)

h= ﬁo exp(fa z)cos(otFBz+6p)
séo solugbes das equacdes de onda eletromagnética e encontre as relagdes entre
as amplitudes &, e h, e as fases iniciais 6 e 6y,. Qual o significado dos sinais +
nestas expressoes?

3) Deduza as expressbes de o e B em fungédo de o, & p e o para um meio
gualquer.

4) Encontre as aproximacoes de o e B para: (a) dielétrico perfeito; (b) condutor
com ¢>>wg;

5) Demonstre que em uma onda plana os vetores campo elétrico, campo
magneético e vetor de onda sdo mutuamente perpendiculares.

6) Deduza a expressdo geral da impedancia caracteristica de um meio e
determine o valor dessa impedancia para dielétricos perfeitos e condutores com

G>>WmE.

7) Porque a velocidade de fase no vacuo é maior do que em qualquer outro meio?
Em que circunstancia a velocidade de fase varia com a frequéncia?

8) O que é profundidade de penetracdo em condutores? Como isso depende da
frequéncia?

9) Prove que em um meio condutor as ondas com frequéncia w<<c/e tém seus
campos defasados de 45°.

10) Expligue o significado da equacao % =—pg-V-s.

11) Mostre que a parte real do vetor de Poynting complexo € a poténcia média por
unidade de éarea fluindo na direcéo de propagacéo da onda.

12) Expligue quais sdo as condi¢cdes para haver. (a) Polarizacdo linear; (b)

Polarizacdo eliptica esquerda; (c) Polarizacdo eliptica direita; (d) Polarizacdo
circular esquerda; (e) Polarizacao circular direita.

280



ENGENHARIA ELETROMAGNETICA - Prof. Dr. Airton Ramos

13) Explique como se formam ondas estacionarias e qual a influéncia do
coeficiente de reflexdo na ROE e nos valores maximo e minimo do campo?

14) Prove que para o angulo de incidéncia igual ao angulo de Brewster a onda
paralelamente polarizada ndo se reflete na interface entre dois meios.

15) O que é reflexdo interna total? Encontre o angulo critico para reflexdo total em
funcao dos indices de refracdo dos meios envolvidos.

16) Calcule os valoresde y=oa+jp e Zy5 =Rg +jXg, para:
a)ar—»> g =1, u,=1eoc=0
b) agua destilada — ¢, =81, u, =1e o=0
c) aguadomar » ¢ =81, uy =1e 6=4S/m

d) cobre » ¢ =1, uy, =le o= 58x107 S/m
nas frequéncias 1IMHz, 100MHz e 1GHz.

17) Uma onda incide perpendicularmente na interface entre dois meios. O meio
onde ocorre a incidéncia € um dielétrico com g; e u; € 0 meio onde ocorre a
transmissdo € um condutor com o, €, € up. Calcule os coeficientes de reflexéo e
de transmissao para: (a) o2>>we; e (b) o2<<we;.

18) Se 0 meio de incidéncia no exercicio anterior € o ar e 0 outro meio é a agua do
mar e se a amplitude do campo incidente € 100V/m e a frequéncia € 100MHz,
calcule a amplitude e fase das ondas refletida e transmitida e escreva as
expressdes completas dos vetores de campo elétrico e magnético dessas ondas.

19) Em relac&o ao exercicio anterior, calcule ainda:
a) A ROE para a interferéncia entre as ondas incidente e refletida.
b) A poténcia média por unidade de area incidente na agua;
c) A poténcia ativa por unidade de &rea no meio de incidéncia;
d) A poténcia ativa e reativa por unidade de area na agua ;

20) Uma onda plana incide perpendicularmente numa interface entre o ar e uma
superficie parcialmente refletora. Verifica-se que a onda estacionaria apresenta

uma ROE de 2 e que na distancia de % da interface ocorre um minimo na

distribuicdo de amplitudes do campo elétrico. Com essas informacdes, calcule a
impedancia do material da superficie.

21) Qual deve ser o angulo de incidéncia de uma onda circularmente polarizada
para que a onda refletida seja polarizada perpendicularmente ao plano de
incidéncia no caso de uma interface: (a) ar-agua; (b) ar-vidro; (c) agua-vidro.
Considere o meio de incidéncia como sendo o primeiro citado, e w=1 para todos
0S materiais e g=1 para o ar, =81 para agua e =6 para o vidro.
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22) Em cada uma das interfaces citadas no exercicio anterior verifique em qual
meio a incidéncia deve se dar e qual deve ser o angulo de incidéncia para ocorrer
reflexdo total.

23) Uma onda plana se propaga a partir de uma fonte em um meio com
constantes 6=10S/m, =40 e w=1. Se em x=0 a poténcia meédia irradiada por
unidade de area € P,, calcule a intensidade dos campos elétrico e magnético em
uma distancia de x=10m para as frequéncias: (a) 1Mhz; (b)100Mhz e (c)1GHz.
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